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1.1. - HIPOTESIS FUNDAMENTALES DE LA RESISTENCIA DE
MATERIALES.- 1-2.-ESFUERZOS A QUE PUEDE ESTAR SOMETI-
DA UNA REBANADA. 1.3.-TRACCION Y COMPRESION SIMPLES

I-1, - HIPOTESIS FUNDAMENTALES DE LLA RESISTENCIA DE
MATERIALES.

A) De situacién

1) Admitimos la continuidad de la materia,

2) Admitimos que las acciones representadas por fuer-
zas son magnitudes vectoriales que estdn en equili -
brio y que se aplican con lentitud suficiente para que
no se produzcan vibraciones e intercambios de ca-

lor,

B) Constructivas

1) Admitimos que el sélido obedece a la ley de Hooke y
que es homogéneo e isdtropo,

2) Admitimos un estado neutro que no tiene deformacio
nes ni tensiones,

3) Admitimos que las acciones mutuas entre dos ele- -
mentos superficiales de sSlidos se pueden represen-
tar por fuerzas superficiales,

C) Simplificativas
\ 1) Prescindimos del efecto local de las fuerzas,
2) Prescindimos del pandeo,

3) Prescindimos de las vibraciones en las fuerzas ex-
teriores producidas por la deformacidn de la estruc

tura.

4) Admitimos el principio de Saint-Venant,




"Pueden sustituirse las cargas per otras equiva-
lentes siempre que la seccidén que se estudie no -
esté cerca del punto de aplicacién de una de las -
fuerzas."

5) Admitimos la hipdtesis de Navier. - "Las seccio -
nes planas antes de la flexién continilan planas des
pues de flectar',

Como consecuencia de estas hipotesis podemos aplicar el -
orincipio de superposicion de efectos. Si una estructura o par-
te de ella se le somete a-un estado de cargas I y posteriormen-
te a un estado de cargas Il adquiere un estado dé tensiones yde
formaciones anidlogo al que adquiriria por aplicacién simultd -

nea de las cargas I + II'", '

I-2, ESFUERZOS A QUE PUEDE ESTAR SOMETIDA UNA RE-
BANADA. - Si consideramos un tramo cualquiera de una -
cierta estructura sometida a una serie de cargas exteriores, y
dentro de ese tramo, queremos estudiar la forma en la quetra
baja una rebanada, bastara con suprimir las dos partes de la
estructura adjuntos a las caras de la rebanada y sustituirlas -
por las acciones o esfuerzos que dichas partes ejercian sobre
ella. Como antes de suprimair la estructura y efectuar la susti
tucion, la rebanada en estudic estaba en revposo y equilibrio,de
ello se deduce que las acciones que posteriormente hemos in-
troducido sobre ella deberan también estar en equilibrio.

Segun el tipo de solicitacion a2 que este sometida la estructu-
ra, las accicones antes indicadas pueden ser:

N = ®  Traccidn simple, El esfuerzoe axiloaxial N
es el conjunto de las dos fuerzas.

1L

. - " + a
N—™ ™ — Compresion simple. El esfuerzo axil o axial
N es el conjunto de las dos fuerzas.




: Flexién pura, El momento flector Mf es el con-
)"f’ junto de los dos momentos,

My momento flector,

Tlexion simple
P O esfuerzo cortante,

Q. & El esfuerzo cortante O, es el conjunte de las dos
- fuerzas.
(a), (b) v (c) reciben el nombre de Flexién com-
puesta, Los casos (a) y (b) equivalen a desplazar
el esfuerzo N del eje. (Como se ha indicado en -

{e).
(a)

Aé También se llama flexidn compuesta si existe ade

3
mas esfuerzo cortante.

(b)

Nota: No puede existir @sfuerzo de cortadura sim
vle solamente, nor no encontrarse la rebanada en
equilibrio, pues la accion del par OO’ ne esta equi
librado por ningin otro esfuer=zo,

J ©@

ol - =

I-3. - TRACCION Y COMPRESION SIMPLE, - Una rebanada
esta sometida a traccidén simple, cuando cada cara esta
solicitada por un sistema de fuerzas iguales, normales a ellas
y de sentido contrario, siendo cada sistema equivalente a una
fuerza afilicada en el c. de g. de la cara correspondiente,

M =3 o :a.b_g: Qg
1 -

El Momento en el ¢, de g. de ambos sistemas es nulo.

En el calculo de una pieza solicitada a traccidn y compresion



simple consideraremos que:

Las tensiones son proporcicnales a las deformaciones (Ley
de Hooke). 0 =E &

o Esfuerzo axil N
tension = —n i 0 B
_ seccion ®
3 . g alargamiento A8
alargamiento unitario = 5 I =
longitud inicial {o

] - . M " . .
Asimismo prescindiremos de la disminucidén de seccion fren
te al alargamiento,

+ . g . -
Compresion simple, - Analogo a la traccidén con sistemas de
vectores iguales nero de signo contrario produciendo un acor-
tamiento en lugar de alargamiento |

- -

EJERCICIOS:

12, Determinar el alargamiento total de una barra de acero de’
60 cm, de longitud si la tensidn de traccion es igual al. 000
Kg/cmz,



E=2,10° Kg/cmz.

:-"TZ ‘7:'——"—— o= 1000 Kg/em®. s=E- €

Alargamiento unitario:

2
AZ o 1000 Kg/cm 1
£ = = = = -z- x 10

2
f 2, 106Kg/cm

3

3

1 10° = 0.8 s

3 1
A.E =£¢—. g T
> 10 60 cm, >

L.a barra queda con una longitud final de

L=£+4+A4=5604+ 0,03 = 60,03 cm.

= ) -

22, Una barra prismadtica de acero de 60 cm, de longitud alar
ga 0,6 mm. bajo la accidén de una fuerza extensora. Ha- -
llar el valor de la fuerza si el volumen de la barra es 16

cm?,
. 2
Area de la seccion recta = :}r & !é%cm =, 260,
= E . ¢ _éﬁ #i ____F__
**% TE TEQ
0= 5 . 2 2
2,10 Kg/em ., 0,26b6cm
=532 Kgs.
T

32, Determinar el alargamiento total de la barra AB cuya sec-
cidn recta es de 6 cm? y que estd sometida a la accidén de
las fuerzas Q = 5 000 Kg.; P = 2,500 Kg. Mddule de elas-

ticidad E = 2,10% Kg/em2,

Aplicando el principio de superposicion de efectos podemos



descomponer el estado de cargas inicial en suma de los dos es
tados simples I v I, con lo cual la deformacién final de la pie-
za sera la suma de las dos deformaciones parciales.

6 == &' *+ b
I+II I X

DR,

25¢em.
B ' B
lP Jt + LP
25¢cm =
* 7
—— c 54
25¢cm,
} | s :
Sn
I+ IR Sl | A
E:I ‘es un alargamiento de valor:
b, = Eé , 5,002975 - 31-‘;5 . 1077 &g 09120 e,
) 2,10 - 6

O__ es un acortamiento de valor:

I1
P. £ 2.500.25 625 il
" B o T 5 ® 5 -10 " = 0,00520 ecms.

2,10 = 5

La deformacidn total sera un alargamiento de valor:

(5 = - ma a
rpqp = 0103120 - 0,00520 = 0,026 cms,

- =



=

42, La estructura triangulada ABCD esta formada por 5 barras
de acero de 6 cm? de seccién recta y sometida a la accidn
de las fuerzas P = 5,000 Kg. E = 2 X 10° Kg/em?,

- - . #
Determinar la variacion de los angulos en A y en C.

I.as barras AB y

CD no trabajan; basta para verlo establecer

el equilibric del nudo A y C.

Como estas barras no trabajan, tampoco trabaja BD; sabien-
do que no trabajan AB y CD, basta considerar el equilibrio de

los nudos B y D,
P4 AP

A O— o B

En definitiva, quedan las barras AD v la
BC sometidas.a una traccién de 5, 000 Kg. -

L.uego los alargamientos son:

5000
Lo 5 1
% " 2-'% 106 2,400

alargamiento total = £ . € y el angulo, que se
confunde con la tangente por ser muy peque
fia: '

g e 1

tago = o= = 2,400 fradian |,

esta es la disminucidn que sufre el &ngulo
recto de A y C.

5¢. Determinar las situaciones de las secciones rectas de lavi
ga de madera BC y de la barra de acera AB de la estructu-
ra adjunta, sometida a una carga vertical en el punte B de

3.000 Kgs, ; si

1a tensidn de trabajo para la madera se to-

ma de 10 I{g/cmz y para el aceroc de 800 Kg/cmz.

0 - = o a
Determinar asimismo las componentes vertical y horizon-



w1l
tal del desplazamiento del punto B. debido a la deformacidén de

. | 2
las barras. Tomese E_ = 2.10° Kg/cmz; En =10 Kg/em®.

Descomponiende la fuerza P en las dos direcciones obtene-
mos:

a °m __ P
4.8 " 3.6 2.7
4,5 _ 4,5 s
,sa_2,71:-_----——2’7 3.000 = 5,000 Kg.
d.0 .0 &6 ¥
Sm*z,'rp“z,? 3.000 = 4. 000 Kg.

1.a barra AB estd sometida a un esfuerzo de traccién de 5000
Kg. y la viga CB a unc de compresidn de 4. 000 Kg.

- -
lL.as secciones rectas, valdran, pues:

5
a 5.000 . 2
ﬁa =T " gop - b, 25 e,
S
. __m _4 0600 2

Como consecuencia del esfuerzo Sa la barra AB experimenta
un alargamiento.



@l

G N . A
55 __a ‘a :80045‘

. Ea 2, 106

= 0,18 cms,

La viga CB sometida al esfuerzo S,, experimenta un acorta-

miento,

Om 4 0.360
BH m m:1 . 356
2‘ 'EI'I']. 10

= 0,036 cms.

Si ambas piezas se deformaran sin cambiar su direccién, los
puntos B, y B no coincidirian en uno; como ello es necesario
para establecer la continuidad de la estructura, las piezas gi-
ran en sus articulaciones A y C. '

Como las deformaciones son muy pequefias compara-
das con las longitudes de las barras, los corrimien-
tos debidos a los giros también lo son y podemos
sustituir los arcos de citrcunferencia por per-
pendiculares a las direcciones de las barras,

De la figura obtenemos entonces:

B B’ po sicidn final del punto B,

y Corrimiento horizontal,
! 9°°§>° g B,B = 0,036 cms.
I‘P /’ Corrimiento vertical.

sen ¢ to o Ly 1

|

I

|

I BB

I ' ) )

| };’ s N 5 TR
|

|

l

= 0,348 cms.
7o 2,7

Bf

-Q-

52, El sistema articulado de barras adjunto que forma un cua-
drado de ladoc / estd sometido a las fuerzas P que actian se
gun una diagonal. Las secciones de las harras son iguales.

- - L] # L] + 1
Determinar la aproximacion que experimentan les puntos A
T n



-l P

~ .
Las barras laterales estan a compresion de ——

Su comportamiento vale:
" P

__.‘g

e sl P -

I E§@ = YZ+E.R

Fl alargamiento unitaric es

N =
2 U AR,

L.a longitud final es: g (1'.‘+EE)

I.a diagonal estd a traccidn de P,

Su alargamiento vale:

5 =L 2V2Z

d E-Q

Su alargamiento univario vale:
i P
d  E-Q

Su longitud final es: £ {2 (1 +&3).

—n .
Entonces tenemos que OB’ =B’'C’ ™ - OC
2

et L, a 3
5 = A aae ) s 242 cn )

Despreciando los cuadrados de los alargamientos unitarios,

2 5

= 2_ 2 PR g2 d
OB’ “=4°(1428))- =— (142 SR Bl . e
(Lt2€p)- S—(1+ 2 €,) = —5— + 245, 3 )



5.

N Z

; 2 P = I Ps° =
= + 24 - m— - +1
T [",,"""Zm ZEQ} L

. -
Entonces el acercamiento entre A v B sera:

5 =2(0OB-0B)=2 [ﬁ- \/ 52 < PZZ(W—H)} =4 J‘z{ Vl— =0 .LV_-!-I)}

I.lamando x = —_(V—-H)

5=4VZ[1- V1-x]

Desarrollando en seriel 1-x y tomando solo los dos primeros
- -
terminos:

YI-x=1-3%x..., nos queda:

s=iVZ[1-(1-4%2)] =2VZ[1L-1+L1x]=1 Fx
Sustituyendo x por su valor' |

- LVT.

EQ (VZ2+1) ==—(2 +V2).

[

-0 -

79. Una columna de hormigﬁn armado estd comprimida por una
fuerza P = 50, 000 Kg, Calcular la parte de carga resisti-
da por el hormigdn y la resistida por el acero, sabiendo -
que la seccién recta de hormigén es 10 veces superiorala
del acero y que el mddulo de elasticidad del acero es 15 ve
ces mayor que la del hormigén. No se considera el peso -
propio.

Las deformaciones producidas al entrar en carga la columna
de hormigdn armado, se realizan sin deslizamiento entre las
armaduras y el hormigdén; considerando por tanto una rebanada
de espesor dS tanto su acero como su hormigdn experimentan -
la misma deformacién 4(ds) v tienen en consecuencia la misma
deformacién unitaria

E = &

A = i

Como ambos materiales son hookianos
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o, = £. - i E. =& = —
W= T Tt ity TP BEE B RS B B

p B
4 " ¥

la(@ds)

T o

/

'Y 4 A
64

E "
A O
I i _4,",,' & EH
L.a resultante de las tensiones actuantes sobre el acero es

a, QA y schre el hormigén o _Q

B
Estableciendo el equilibrio de un trozo de pieza, tenemos:
2 4 Q.= P
A Tyt T T
- X
Como sabermos que_QH = 10 QA’ Ory = B, G_A = e sustitu-
yendo, obtenemos:
10 « S 3,60, 000 f
o] I RN = - = = - =30 3
g Ta Tt Tt TP o, QA 5 30.000 Kg.

| que es la carga resistida por el acero; la resistida por el hor-
migoén seri: 10
£2 =— o & = 2
HHT1E A'A B8 B

T

.y ¢ - ” . -
89, Una pila de puente formada pur ires prismaticos de igual -
: # o ; .
longitud, esta scmetida en sv extremo superior a una fuer
za de 3,000 Kgs,

Determinar el volumen de la fabrica si la altura del pilar
son 36 mts, el pesc de 2, 0090 I{g/"rn3 y la fatiga de compresién
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_ | 3
méxima admisible 10 Kg/em" .

T
2 1

1

s

4 f T 1. 4

/2 2 Estableciendo el equilibrio del pi-
lar (1) tenemos:

- carga + peso = tensién admisible -
por el Area de la seccidn.

oo 3 300,000 + SY- 12=0 - S ,

l 300,000 = §;(o,- 12Y) —8,= %:
T t

300,000 S gk
) 4 R

10.10 -12- 2- I.G

Peso de este pilar: Pl =4.12, 2,000 = 95, 000 Kg.

Andlogamente:

300, 000 + ¢ 000 ; 2
S2 s 2, =5,2m,
10,18 12,218

= 5,2« 12, 2000 = 124, 800,

Pl + PZ = 124, 800 + 96, 000 = 220. 800,

i 2
s = 300,000 + 220, 800 o B

3
3 1o 10 2 e 507

' 3
V:h(Sl-{-S +S,)=12(4+5,24+5,9)= 194 m .

2 3)
-0 =
9, Determmar el aumento total de longitud de una barra de sec

cién constante dispuesta verticalmente empotrada en su par
te superior y sometida exclusivamente a la accidénde su peso.



~-16 -

W//W///,//A Tz

i \

| Y

Una rebanada de espesor dx se encuentra sometida a un es-
fuerzo de traccidén Nx igual al peso de la parte de barra situa-
da por debajo de ella,

N =xQ.y (v = peso especifico)

El alargamiento unitario es

_ o _ N _A(dx)
TETEQ T dx

1= =

E

El alargamiento de la rebanada diferencial sera, por tanto,

Nxdx dx ¥
A (dx) = E O =XQTE‘§ = 'E—xdx.

El alargamiento total de la barra sera:
£ £ 2
Y Y£4
A = A (dx) = g g
-

10, Determinar el desplazamiento del vértice de un cono sus-
pendido por su base y sometido a la accién de su propio pe
s0.

Cogemos una rebanada a una distancia y de la base.



Sobre la cara de dmha. reba-

nada ac:la un peso 1gual al del
cono que queda separado en la

parte inferior:
=1/3n:x2(h-y)T
el alargamiento unitario es:
o P

-—

E = =
K B Q

El alargamiento de la rebanada
diferencial, sera:

P dxr
A (dy) = =54
El desplazamiento del vértice, sera:
1
h h —“X (h- y)'Y
Pd 3 ,
it t[ 7= (h-y) dy =
O 0 En
N Y [ {h-y) T h
T 3E 2 |, bE

11, Determinar la forma del pilar de la figura, de rnodo que -
las tensiones en cada seccidén seanconstantes(sélidode igual

resistencia).
v el peso del sdlido

Sobre la seccién mn, actfia la carga P
Su seccidn es Sy ., Luego la carga serd

por encima de ella.
. o S

1P

]

|
;Ir. siendc 0 la tensién c¢'® para ca-
da seccion.

Sobre la tensidén m’'n’ distan-
ciada dx de mn, actuara la mis-

ma carga mas el peso de la reba
nada dx, o sea & .Y dx,yeldrea

[ d/x




.-

sera Sx +Ax, El incremento de peso ha de dar sobre el incre-
mento de area una tensién ¢, expresandolo

' de Y y
d5 o, = S, ydx —’*—S'; = C‘;-t*‘“" dx - integrando
Y%
o]
YX t
log S = + log C-=A=Ce
® Sy .
para determinar C, tenemos que parax =0, c =75, luego: -
t
L
g
6 w g
x Y =
- =

12, Un pilar rectangular cuelga de un gancho por su narte su-
perior y estd apoyadco en el plano horizontal. El peso del
pilar es 1. 200 Kg,

Calcular la reaccion del gancho y del plano sabiendo que el
pilar no experimenta ni alargamiento ni acortamiento; es de-
cir, su longitud es invariable,

F-3

. - . # . . ¢ .
Sustituimos la accion del gancho por un esfuerzo axil N,

Consideramos una rebanada de longitud dy a una distancia y
del borde superior y vamos a establecer su deformacidn.

La deformacion sera:

-
¢ i
| | |. N
|
J
vz el 7
(1) (2) le (3)

o > T



y _N-Qv.y N _ N v Y
= yY luego &=—=5 - E

8]

y el atiramiento total del elemento dy sera:

i N ¥ ¥
t'dY_[EQ- E]dy

La deformacidn total serd la integral de 'o" a "',

luego, AT 2
£ 4 N Y v N ¥ NE v
j"‘d""‘j (Ee "E )9 |Eq Y"ZE| “Ea 2B
o o o
ya que el alargamiento total es nulo, Luego:
ookl @ §H.9 .2 .
' *¥% o N = 5 =5 = 600 Kgs.

y como de la condicién de equilibrio del sdlido.

=
N-P+R=0 '-'R=N=‘§-= 600 kgs,

[ e

-

2.1, - FLEXION PURK. -.2-2. - FLEXION SIMPLE. - 2-3 - FLEXION

* COMPUESTA..

2-1, FLEXION PURA. - Se dice que una rebanada esti someti-
da a flexidn pura cuandc cada cara esta solicitada por
sistema de fuerzas equivalente a un par actuando en unnla

no que contiene a la directriz de la pieza.

un

En el caso en que dicho plano contenga a uno de los ejes prin
cipales de inercia de la seccion (si es simetrrico uno de los de
simetria), las tensiones normales vienen dadas por la férmula:

an v

' I
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siendo:
Mf = momento flector,
I = momento de inercia de la seccion respecto a la
| fibra neutra. | s
y = distancia de la fibra neutra.
oy = tensidén en un punto que dista "y" de la fibra neu-

tra.

La fibra neutra es el lugar geométrico de los puntos de ten-
sion nula, que en el caso de flexidn pura, coincide con la per-
pendicular al eje principal de inercia por el centro de grave -
dad, .

Es habitual considerar las tracciones positivas; las compre-
siones, negativas y momento flector positivo  aquél que pro-
duce compresiones en las fibras superiores a la neutra, segun
este criterio para la aplicacion correcta de la formula hemos -
de tomar el eje positivo hacia abajo. Segun indica la figura la

tension maxima se produ-
ce en la fibra mas alejada,
siendo por tanto su valer E

S
max. I

Esta expresion puede po
nerse en la forma:

sl M, :
: A B g = _._'S}_...__...__h
max, max,

Ho R, se denomina mddulo re
> - sistente y se encuentra ta
y P~ bulado en los catalogos de
productos laminados,

Conociendo el M, y la =
max. admisible del mate
rial, podemos determinar

o]
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el valor de R y mediante el catalogo dimensionar el perfil re-
sistente mas adecuado.

En las siguientes figuras estan representadas esquematica-
mente las tensiones y deformaciones producidas por My,
pds | o
I 1 &
Mo = & 1

—— L
—
——
— o

) J[,' l“

i
/ |
i \
I |
{ \
[ \
MOMENTO S/ISTEMA DEFJRMACION PRODU-
FLECTOR EFQUIVALENTE C/IDA POR £L_Mp

w

Cuando el plano en que actua el My no contiene a uno de los
ejes principales de inercia la flexion se denomina "ESVIADA'";
en cuyo caso descomponiendo dicho momento en las dos direc-
ciones prlnmpales de inercia y aplicando el prmmpm de super

posicion de efectos podemos determinar la tensidn en cualqmer
punto de la seccion.

Debe notarse que a cada direccion principal de inercia le co
rresponde un momento de inetrcia distinto,

En este caso la fibra no es perpendicular o la fibra neutrano
es normal al plano de actuacion del momento, correspondiéndo
le la dirececion conjugada de la traza de este plano con la sec -
cion, en la elipse principal de inercia.

EJERCICIOS:

1 . Una seccion rectangular cuyo canto es el doble del ancho, -
esta sometida a una flexion pura de 10 m. T actuando en un
plano de simetria. Siendo la resistencia admisible del ma-



A

60 .Kg/cmz, calcular las dimensio-

- a L terial a traccion y a compresidnde
‘[ s optimas de la seccion.
y , nesop e e

La distribucion de tensiones nor-
males viene dada por la formula:

» M ’ Y

Las tensiones maximas se produ

: cen en A (compresion) y en B (trac

8 1~ cidn) siendo iguales y de valor:

; Mg, b
Gmézx, = O'B._ ..UA = ———Z—:—i—-—

vy

. - [ s * - -~ -
La seccion estard bien dimensionada cuando la tensién maxi-
ma sea igual a la admisible,.

10- 105b
, =0 = 60 = —
max, adm, 21

0]

L

T =
Como I 12 a

b , sustituyendo, tenemos:

-
I

50> ab = 10 * b

1
6

a,b'2 - 1.05

Como b = 2a

3 5 3
4a =10 ; a = 25.000 ; a= 29,2 ems.

Por tanto,
b=5B.4 ; a=s 29,2 cms,

-0

2 , Determinar la deformacion angular que experimentan las
caras de una rebanada sometida a flexion pura,

bb’ _2bb’ _bb’+ aa’ (1
Ob 20b 2 0Ob )

dv
tag (%) =



e

Como aa’ = bb’ por simetria.

bb’ + aa’ — es la deformacion del ele-
mento ds, luego: '

aa’ + bbh’ = eds,

Sustituyendo en (1)

dg dy eds
tag ()~ 5 =

T
£4S
i (2)
De la ley de Hooke: E€ =0, y como
1 - .
d('f) o = M—I-Qb ¢ tenemos:
- EEZMIOb " (;):b ) EI\;I
a a b b
Sustituyendo en (2)
M ;
d(P——H-f ds ; o biencomo P,d9? =ds
L oA
P~ EI

Siendo p el radio de curvatura.

- -

3. Determinar el maximo M, que puede resistir una viga deace
ro cuya seccidn es un trapecio isésceles de altura h y bases

b yb
1, M o. 1
W A L (2)
y I 4
Tenemos que determinar 12 el ¢, de g. de un trapecio,
W e RN L s |
3 b2+ bl. 3 b2+-b1
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El momento de inercia de un
% trapecio isosceles respectode

la fibra neutra es:

3 .2 . 2
. h at+4%ab+b
G 36 a + b

en nuestro caso
3 b2+ 4b. b +b

T h 172
" 36 b, +b
1 2
1 como la fibra més alejada de
T 4 la fibra neutra es la base b
gque se encuentra a
e b 120
k- bz + bl
Tenemos que sustituyendo en (1)
3 b + 4 b b,+ bz
h 12 2
3¢ + 3
& o bl b, _ . h b +4b1b2~1 b
ad h b +2b - ad 12 b, + 2'b
3 1 2 % 1 2
bl + bZ

0.4 €S la tension admisible del material.

o i

4. - Determinar la tensiéon maxima que se produce en unIPN
40 sometido a un momento flector puro de 3,46 m, T ac-
tuando en un plano que forma 30° con el eje del alma.

Datos:
h = 40 ¢m.
b=15,5 cm.
I =258 210 c::m4
x 4
I‘Y = 1160 exn .
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Descomponiende el momento en las
direccicnes de ics ejes princinales de
inercia tenemos:

3,46

M =M. sen 3072 =222 =1 73¢n. T
x 2\_

= 1,93, 107 K. son

Myzhéi' cos 30°= -:'S'féié V3=3

' = 3,107 Kg. cm.

/) \ El momento Mx origina unas tensio
B i nes

m, T =

| b M .x
+ o = X
. I I
Y y
El momento My origina unas tensiones
M.y
T .
It I
%
La tensidn total en un punto (xv) es
Mx' X - MY. Y
= O0_- =
7= Tt T
v X

- Las mayores tensiones se producen en los puntos A v B en -
los que las coordenadas alcanzan sus valores miximos:

1, 75107 15,5  3.10° 20) _

a T - e
A ( 2.1160 29, 210

== (1160 + 206) = - L. 366 Kg/em®

En el punto B se produce la misma tensién, solamente que -
en traccién. '
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5. Determinar la fibra neutra originada por una flexion esvia-
da en una seccidén rectangular,

TY Descomponemos el momento

en las direcciones de los ejes

My principales de inercia (ejes de
simetria).

M

=

M.},

% Considerando como direccion
positiva de los ejes, la sefiala-

da en la figura y como tensiones

negativas las de compresidn, ob-

tenemos las tensiones en un pun

to de coordenadas (xy) por el -
principio de superposicion de -

I

M - cos g

M-+ sen g

H

Y efectos.
Tension debida a M
3 M - x
0 = . -
i) I
¥ -
Tension debida a M__
Y M-y
o e sl
II ¥
Y
Tensidn absoluta:
Mx-x M}r- Yy
=0 + 0 e O -
I 11 I I

Sustituyendo Mx- MY por sus valores,

|X-cosa  ysend

I I
v x

La fibra neutra es el lugar geométrico de los puntos de ten-
sién nula, haciendo pues o = 0, tenemos

O s N



aldlw

+ 0
IY Ix
y = 1 Ix x
T T tag « I .
g Y

Ecuacion de la fibra neutra, gque no es perpendicular a la tra
za del plano de actuacion del momento, como ya indicamos an-
teriormente.

-

6. - Determinar la deformacion de una rebanada inicialmente a
tos al sometarla a un gradiente lineal de temperatura a lo
largo del canto de la seccion desde un valor t; en la cara -
inferior hasta un valor t; en la cara superior.

AY

—f—

to ti

Una fibra a una altura y y sobre la ¥ N se encuentra some-
tido a una temperatura "t", relacionado con ''y' segin

t -t
8 1

t = +t. +
tG c R

El incremento de temperatura que ha sufrido sera:



B

t -t

s i
t-t = + -t
o tG c Y o
Por efecto de dicho aumento de temperatura, la fibra se alar
ga.

Aplicando ft= £_(1+kAt) » &f=Lk At

En nuestro caso
t -t,

1
y-t,)

s(ds), =ds K (at) =ds k(¢ +

tG es la temperatura que le corresponde al centro de gravedad

AR N).

Este resultado puede interpretarse de la siguiente forma:

2) Un aumento de longitud de todas las fibras de la rebana-
da de valor:

A(ds). = ds k (t

L, c™t)

En el caso de que el centro de gravedad esté en la mitad del
canto .
' ts + ti

tG = --*-'-2—-—*--* -

22) Un giro relativo de las caras de valor,

t - ti
Ao F %
dy = z k ds
2-2, FLEXION SIMPLE, - Una rebanada. esta sometida a fle-
xion simple cuando el sistema de fuerzas que actia en ca
da cara es equivalente a un momento flector y una fuerza ac- -

tuando en el plano del Momento y contenida en la cara.

Vamos a considerar solamente piezas simétricas de formay
cargas respecto de un plano que contiene la directriz de la pie
za, estando constituida la seccidn por la union de rectangulos
tal como indican las figuras,



.2a.

o T |

s

i
, ]
|

%

En estas condiciones el M, esta definido como en el caso de
flexién pura, y la fuerza que llamaremos esfuerzo cortante pa
sa por el centro de gravedad de la seccidn,

En la figura para.que la rebanada -
esté en equilibrio,

0
k M+ " M=-0 ds
5
Q oM oM
M e M+ 53 TRk - N (1)
| De (1) deducimes, que la linea que
representa el esfuerzo cortante a lo

largo de. una pieza, es la derivada de

“hg‘*" ' la curva que representa la ley de My
a lo largo de la misma, y con signo -
cambiado,

De considerar el equilibrio del trozo obtenido al dar un cor-
te a la rebanada a la distancia '"y' de la fibra neutra,

Q N
B & memmnnonde
¥ b vy
; 2
siendo:
¢ — tensidén tangencial en un punto a distancia "y" de la fi-

bra neutra,

Q = esfuerze cortante,
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T ~ 11/,

g —
me — momento estatico del area rayada respecte a la fibra neu-
tra.
'by—‘ anchura de la seccidén 2 la distancia y de la fibra neutra,
y distancia a la fibra neutra,

Si damos otre corte a una distancia dy del anterior y estable
ciésemos el equilibrio del solide asi definido, veriamos que -
las tensiones tangenciales actuan siempre por pares y que las
situadas en en planos perpendiculares tienen el mismo modulo,

——

A
=t +———3
ds |
PERFIL FRENTE

En la resistencia de Materiales la comprobacion de seccio-
nes sometidas a flexion simple se realiza comvprobando inde-
pendientemente los esfuerzos normales de los tangenciales, --
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EJERCICIOS:

Representacion grafica de tensiones cortantes en distintas -
secciones simetricas constituidas por elementos rectangulares,

1. Seccion rectangular.

L i
o
o I I I
ﬂféé—.l— = ‘-\_\

zﬁ_ _ _ 2’ X L X\

' g ',";

e /
v
Lk J/

] 'dl ’-;

yl’ "
Sabemos que

oM
e
T‘y - Ia
¥
Entonces "
_ (b a b 2
M, =G-VasG+y)=57-v)
1 3
. r I“E ab
a b
Luego: 0 E(-I - Yz} 30(b" - 4Y2)
-'r - : P
Y —T]__ abja Zab3
Parav=hz T =0
2 y
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I.a representacion de T se indica en la figura; teniendo en
cuenta que el diagrama representa el modulo de la T pero no la
direccion en que actua que corresponde a la del esfuerzo cor -
tante y esta aplicada en la cara de la seccion.

2) Seccion en doble T.

 Pe——

I\
ho 0
i —— - eSS
i ‘.
= E
- |
1
g * i
: : . . h - s ;
..r_,.“ < i
- = |
= [
=k {
/
- J.
- i I
ho Y,
S
El momento de inercia vale:
h
—=+h h/2 .
2 o, 2 2 2o B3 h,2 _ _ 2h .3
=2 dy+2 u = - -+
1 b by dy ) ay dy = $[a(3) +3bh°{2}+3bhoz%bho]
2

El momento estatico M, presenta dos leyes:

h
a) 0<y< >
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bh 2
(hth)+aB-y3G+y)=—52M+n )3 -y

2
2
M_=bE+h -y)3 G+nty) =2 Cren + b hy’)

Por tanto el esfuerzo cortante presenta dos leyes

h
50EYE; S
Qbh (h+h )+at—-vy)]
" o) 0 4
A 2 8l
Paray =0 ahz
T_Q[bho(h+ho)+T]
2 al
h
T Qbho(h+h0)
2 T =
2 al
h h
— <.—.
b) S<y<s+h,
2 2
2 h 2 2 h 2
iy Qbh0+h0h+4 -y :Q(ho+hoh+4 -y )
- 2 bl Z1
S o i B 2
ST Obh (h+h) Qh (h +h)
o Q &) _ 0 O
B 2 bl h g T

Para vy =.-1%+ hO;T b k)

La mitad inferior es simetrica respecto al eje xx’.

3. La seccion adjunta esta sometida a un Mg =15 m, Tn en
el centro de gravedad, Hallar las maximas tensiones nosi-
tivas v negativas. Tambien esta sometida a Q = 20 Tn. Ha-
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llar las maximas indicando en la fibra en que se producen,

1, Determinemos el ¢. de g. G.

45x15><5c"}2=65><15><6_<§1

GGl + GGZ_= 40

2» iScms
AL s e B = .
g'+ G5cms

g GGZ =13 _GGI

9 562 = 360-9 GG

, restando
1
0= 22 r'_i"él - 360 ;

g 360
GGI = -—-22 = 16,36 cms,
13 -
GG.= —= 16, 36= 23,63 cms.
2 9
Ralonges, v C"C'z ¥ -1-; = 31,13 cms,

i Y



i

2, - Calculemos ahora el momento de enercia de la secdonres
pecto del ¢, de g

31,13 M6,15 5 o 5
1 =45 v dy + 15 J y dy++ 15 y dy =
= 16,13 o . - | -48, 87
- 3 3
_-.f‘ig’—w 13° « 16, 13 ]+—3—16 13 +~1—§48 87 =991,430cm34.
~ -‘0— p

3. Sabemos que la tension en una fibra a una distancia v del c.
de g, es:
Mf v
T

Entonces, para el valor maximo y positivo,

1500000 X 31,13

2
- = = = 4
Omax. 941, 430 Tl Kgr/cm .

y para el maximo negativo de vy,

1500000 x 48, 87 2
“max, 901, 430 = 199 Kgr/cm ’

=i

4, Sabemos que la tensién cortante en una seéccién sometida a
un esfuerzo cortante Q vale:

QM
e

T o _[ -
A y
- =

5.- Por la,'forma de la seccidn, se ve que para yde 0 a 16,,13,

« =
2 es minima y como M_ es mayor cuanto menor es y, el
maximo valor de T lo tendremos para la fibra que contie-

ne al centro de graXedad,
: -
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6. Calcularemos las leves de Ty_ en la seccidn.
a) 0 €<y < 16,13,

M =45 %15 X 23,63 + 15 X (16,13-y)(16,13 + y}% e

2
=[106335 +-;— (260,17?—3;2] 15= [1192'3.44:--51 y ]15

Entonces:
2
QM_ 20,000 X 1§ X (1193,44-—% v | i 8
fyT o Ta, T 991430x ) ket iy s
= 23, 87 - 0, 01 Yz.
- 2
Para v = 0 ; 1N 23,87 Kgr/em,
2
N e 16,13 4 T = 21,27 Kg/em',
- =

7. Representaciones graficas.

Distribucion de tensiones . Distribucion de tensio-

wT -

normales_. nes cortantes.




S

Nota: Las tensiones tangenciales en el grafico de la derecha -
- . " 4 .
estan dibujadas normales a la seccién vy estdn conteni- -
das en ella en la realidad.

b) 16,13 <y < 31,13,

. i .2
M, =45 X (31,13 -y)zl(31,13+y)=45 (484,545 v ]
Entonces:
20, 000%45 x [484,54- 2 y°] s 0. 5 D Bty Y] =
Ty~ 901430X 45 ke SRS 2T
2
= 9,69 «0,0l ¥y
: 2
Paray =16,13; T=7,00 Kg/em",
M g =31,13; =0
c) 0>y > -48,87.
| ] { 2
M =15 (+48, 87 +y)> (48, 87-y) =15[1193,44-Ey ]
Entonces
1.2 2
%, 0,002 [1193,44-5y ] = 23,87-0,01 y
Para y =0 ; TG=23,87
1" 2-48, 87 TE O

- -

4. Determinar la distribucion de tensicnes en una seccidn cir-
cular de radio 20 cm, sometida a un My de 6 m. Ty a unes

fuerzo cortante de 10 T.
12, Tensiones normales,
Aplicando OY - —I\%-l , tenemos:
6 105 20/2 2
5 = —— - i #+50 Kg,;'{cm
max. 50

n_._..

4
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22, Aqui nos surge un nuevo problema.

Sabemes que las tensiones tangen
ciales aparecen por parejas en pla -
nos perpendiculares y de la misma -
magnitud. Si tomamos un cubo que
tenga una cara sobre la supe rficie -
de la nieza (abcd), si no hay esfuer-
zos tangenciales sobre la superficie
cilindrica en la cara (a, b, ¢, d) no
pueden aparecer tensiones tangencia
les y por tanto, en la cara de la sec-
cion (a.d f e) la tension tangencial tie-
ne que tener la direccion indicada (no
puede tener componente segun el ra-
dio).

. SECCION

En este caso se hace la hinotesis siguiente:

12) T.as tensiones tangenciales enuna
linea tal como la m n {normal al
esfuerzo cortante) pasan todas por un
punto. P, obtenido por interseccion-
de las tengentes trazadas desdem vy

w

n.

29) I.a componente vertical de estas

tensiones tangenciales es cons -
tante para cada linea m, n, v se cal
cula por la férmula ya conocida,

Om

e

Ia
¥

esialco
El momento fleetor del area rayada es

[’ 5 2 2 B
J 2VR -y .ydy =3(R -y, }3/2

¥y 3

y el valor de 2 2)3/2 2

2 . &
03 (R -Yl QR =¥y J

zj/RZ_ Y% 3 1z

T o=
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componente seglin el eje "y'" de la tension tangencial,

i * i L] -
El valor de la tension tangencial en un punto cualquiera se -
puede determinar facilmente, ya que conocerfamos su direcs =
cion y su componente vertical, asi en los puntos m, n, vale:

2 S
L = T _ QC-R A -‘571)
S m 2 7 3 Iz
£ = 1 -
y sobre el eje z el valor de la componente tangencial es maxi-
mo y vale: o
- 4 0 . _nR
T i 1 o
max, 37”,2 2 4
=D
f

2-=3, Flexidn compuesta, - Una rebanada estd sometida a Fle-

xién compuesta, cuando el sistema de fuerzas a que seen
cuentra sometida cada cara es equivalente a un momento ac --
tuando en un plano que contenga a la directriz y a una fuerza, -
actuando en el plano del momento.

Si la fuerza esta contenida en la cara, es flexién simple, v si
no esti contenida en la cara, puede descomponerse en una con-
tenida en la cara (tangencial y otra perpendicular a la cara (nor
mal),

El estudio de la distribucion de tensiones se realiza aplican-
do el principio de superposicion de efectos, existiendo en cada
punto un esfuerzo tangencial y uno normal,

El esfuerzo tangencial se calcula como en flexion simple. FEl
esfuerzo normal como suma de los originados por el Mg v el N,

4 ] 0 »#
En las secciones en que puedan aplicarse estas formulas las
tensiones son: '

oM M.y

e N f
— 0 = — 4 —— 2
TY g (BT - p : (2)

El signo + depende del sentido elegido para Mf v eleje' y: pa-



ra evitar confusion en la eleccion del signo es recomendable di-
bujar un esquema de las tensiones como se indica en la figura,

ds 4t | )

A _ /
4

Como consecuencia de esta distribucion de tensiones norma-
les la fibra neutra deja de pasar por el centro de gravedad de
la seccidn; aunque se hace constar que los valores del momen-
to estatico M, y del momento de Inercia I que aparecen en la -
formula estan referidos a la fibra neutra de la seccidn someti-
da a flexion pura.

L

Si la fibra neutra cae dentro de la seccion aparecen tensio--
nes de traccion y de compresion, si se sale fuera de la seccidn,
toda ella se encuentra sometida a compresidén no uniforme di--
ciéndose entonces que esta sometida a compresion compuesta,
o de traccion compuesta,

]
[

Jl

s s
-

El esfuefzo axil N y el momento fléctor M, pueden reducirse
a una sola fuerza de valor N perpendicular a la seccion y con -
una excentricidad e = Mf/N.

Mp I N

e
N N s . - =

Segin cual sea esta excentricidad, la distribucidn de tensio-
nes puede ser de flexion compuesta o de compresidn compuesta,
independientemente del valor de N como podemos comprobar al
sustituir M, = N, e en la ley de dlstrlbucmn de tensiones.

| M.y
e f ol se &
TRy ST SEGE Tt
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i r . o
Se define nucleo central de una seccion al lugar geomeétrico
de los puntos de la misma, en los que la aplicacion de unafuer-
za normal produce un estado de compresion compuesta,

El contorno del nticleo central se determina obligando a que
sea nula la tension en el punto mas desfavorable para cada orien
tacién de la solicitacidn,

El nacleo central es, pues, independiente del valor que ten-
ga la fuerza de compresion N,

e
2. - Un muro de 5 m. de altura con un peso especifico relativo

de 2, 2 soporta un empuje hidrostatico, Calcular el espesor
del mismo para que no aparezcan tracciones en la base,

P

Sms.

4

—f—
=
Estudiaremos un muro de anchura unidad,

El empuje vale:

-

E==5X%X5=12,5

oo

El peso vale:
Puwbr g, 2= 1%,

La tensidén de compresidn debida al peso vale:

+P 2
9, == =+ 11 Kg/em .

I.a tension de traccion debida al empuje vale:



wg P

X
T o e g
B [
)y 5 62,5
M. = E- =12,5 + = = Sl
{ de X 3 3
i 3 2
%
I = === e
e e 12
Luego:
62,5 X
3 2 125 2
fry, 5 ——— = Kg/em”,
t 3{'5/12 XZ -

Las condiciones de que no aparezcan tracciones en la base -
nos lleva a que O > 04

Luego: 125
*'—Z;"' 45 34,
X
125 2 ] i} 125
1 £ x 2 x_':fv‘ T = 3, 37 ms,

* . i
Por tanto, el minimo espesor de muro que puede ponerse €s
Ds AT TIES,

=0

2, Determinar el maximo esfuerzo de compresion que admite
una seccion rectangular de 60 cms, de canto y 40 de ancho,
sabiendo que actia en un punto situado en el eje vertical de
simetria y a 15 cms, por encima del ¢, de g. Resistencias

= e . 2 ’ 2 . 2 V4
admisibles: compresién 60 Kg/cm®. a traccién 6 Kg/em”.

Reduciendo el esfuerzo N al c. de g. de la seccién tenemos
un esfuerzo axil N y un momento 15 N que produce una distri-
bucion de tensiones

N N« e-x
0= == 4 -~
9 T

La maxima tensién de compresién aparece en la fibra A, sien



L

T | s B 15

=60 5 s

15N

_ N N-e 30
A Q I

i . - - he 4
La maxima tensidon de traccidon aparece en la fibra B, siendo

s _E+Ne.30
B O I

El esfuerzo N debe satisfacer por tanto las dos condiciones
de limitacidn de tensiones.

Jo, | €60 ¢ Jo | %6

De la primera tenemos:
N N, 450

5400 T 720,000 ~ 00

e 1,5N_2,5 N . 240060 .

3200 * 3200 - 2400 S°05 N < 2.8 57.600 K.
De la segunda tenemos:

N. 450 ]

720,000 ~ 2400 ™

1,58« N 0,5 N 6, 2400

3 El _ i i = E PR O L

2400 T 3400 = 24pg o N&—gg—# 28,000 e,

Por tanto, el maximo esfuerzo admisible es de 28, 800 Kg.va
que mayores valores de éste darfan tensiones superiores a las

admisibles, %
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3, - Determinar el ntGcleo central de una seccion circular,

Sea un esfuerzo N actuando en un
punto A cualquiera de la seccidn;al
ser cualquier didmetro eje de sime
tria y por tanto, eje principal de
inercia (la elipse principal de iner-
cia es una circunferencia) podemos
aplicar la fdrmula de tensiones,

N Ney

9] I
x

Para que el pu.ﬁto A sea del con-
torno del nicleo central debe ser -

O & =

=0
OB i
0= - N N eR
(2 I
i
4
como Q:nRZ T ___ni
: X &
Tenemos
N NeR i
= = : 1 '=a RA
0 I '
3
4
nR 2 R
a =aR®R : @ =g

; r P g TR
Como esio se cumple en cualquier dirececion el nucleo cen~
tral es una circunferencia concéntrica cuyo radio es la cuarta
parte del de la seccion,

iy

4, - Determinar el nicleo central de una seccidén rectangular,

Consideremos un esfuerzo normal N actuando en un punto P
de la seccidn definido por su excentricidad (distancia entre Py
el c. de g.) vy por el adngulo que la recta que pasa por estos dos
puntos forma con uno de los ejes principales de inercia.
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Trasladando el esfuerzo N al c.
de g. tenemos un esfuerzo axil N
y un momento flector N. e que des
componemos en las direcciones -

] 2
xx’ yy'.

I.a tension en un punto de coor-
x denadas (x y) sera, aplicando el
principio de superposicion de efec
tos,

N N.e.cos?.y Ne, senp.x
Q 1 T
x

v

Si la fuerza N actua dentro del
ntcleo central toda la seccidon es-
td sometida a compresidn, estan-
do la fibra neutra de la seccidn,

Cuando la tensidn de compresion en el punto mas descargado
sea nula la fuerza N estari actuando en el borde del nicleo cen
tral, Determinamos entonces la excentricidad e correspondien
te a2 la direccidén ¢ obligando a que la tensidon en A sea nula,

_an. N Necosgb Neseng a _
Bk B8 =gl =5 TR =
* ¥
N 6 Ne cos? 6 Ne sen ¢
=" ab A 2 &
ab ab

= -ab + 6a e cos 9P+ 6 be sen?®¢=0

En la figura tenemos que e cos ¢ = ordenada del punto P del
borde del nicleo central = Y; e sen¢ = abscisa = X, sustituyen
do,

ab=6aY+ b X

obligando a que se anulen las tensiones en los puntos B C- D,
obtenemos las ecuaciones de las otras tres rectas que limitan
el nicleo central que en este caso es un rombo,

En particular haciendo Y = 0 en la ecuacion obtenida, es de-
cir, cuando la flexion actia en el plano xx’, tenemos:



a
x =2
6
Andlogamente haciendo X = 0 flexion en el plano YY', tene- -
mos: '

b
Y ==
6
l.uego las diagonales del rombo tienen por dimensiones later

cera parte del lado correspondiente del rectiangulos

o

5.- Una presa de gravedad de peso especifico 2,4, cuyo perfil
" transversal se indica en la figura, soportaunacargadeagua

icuala su altura, Sabiendo que la base no puede soportar -

tracciones calcular la amplitud de la grieta que se produ--

ce,

Consideremos una anchura unidad de presa sometida a:

-—_—301}75—-1-_

La presion hidrostatica, con una distribucion triangular cu-
ya resultante es un empuje E aplicado a una distancia del fondo
igual a un tercio de la altura, de valor:

El peso de la presa, aplicado en el c. de g. de la seccion -
transversal, de valor:
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P = —-1- 30.48- 2,4 =1.724 T,

I.a seccion AB de apoyo de la presa se encuentra sometidaa
las siguientes fuerzas:

P -I—E.--- N
| 16|\ms /\\J{o
! Q ey
C : [ =1 »

Aok _ .
‘ G ' B
Oms ‘
Que reducidas al ¢, de g. G de la seccion son:
N=P=]17T2% T,
Q= E =152 T,
M, = 16E - 5P = 1152,16-5,1724 = 18432 - 8620 = 0812 m, T
Sometida a estos esfuerzos aparece una distribucion de ten-
siones normales, |

A W e 1724 9812 x
ST, X 30T 1 . 5
12
| En el punto B, tenemos:
¢, Al 1724 6, 9812 - 2
= 2 = Q
L T B OB 30 + 900 ?’ ;5 T/m

A primera vista podria pensarse que como la seccidn no ad-
mite tracciones se romperia en toda la zona traccionada, es de
cir, que la grieta tendria una longitud £ ; el razonam1ento es
falso, ya que al formarse la grieta disminuye la seccidn resis-
tente variando su area y su momento de inercia por lo que ya no
es valida la férmula anterior de distribucién de tensiones,

Resolveremos el problema aplicando la idea del nicleo cen-
tral para que pueda comprobarse la rapidez que presenta en -
muchas ocasiones,

Reducimos los esfuerzos N y Mf a una compresion excéntri-
ca N a distancia:



wid) &

—Mf G B o p
€N T 1722 T2 MmS.
N
e_
AL_ = —:B "

& . P . .
El nucleo central de una seccidon rectangular, tiene una di-
I .
mension igual a la tercera parte de su canto como vimos an-
teriormente,

| oy ek -

Cuando la fuerza N no varia su punto de aplicacion, y lo que
van variando son las secciones resistentes y, por tanto, sus

> 4 I ¥ #
nucleos centrales, al ir formandose la grieta; llegara un mo-

-~ " Y ;

mento en que del nucleo central estara en el punto de aplica -

. ” = » .}
cion de N, dejando de aparecer tracciones v desapareciendo -
la grieta. En este caso la seccion restahte tendrd una dimen-

s
sion,

AC" =3 AC = 8 (15-5,7) = 27,9 w8,
La grieta formada tendra, pues, una dimensidn:
"B adAB - AC" 230 - 27,9 = 2,1 m,

La distribucién de tensiones serd la indicada en el esquema,
estando la parte C'B descargada naturalmente,

—) -



. ENLACES. - 3.2. . ISOSTATICAS. - HIPERESTATICAS.

3-1.
3-3. - REACCIONES Y ESFUERZOS EN PIEZAS [SOSTATICAS

3-2,- ENLACES, -

I - Deslizadera.

za: el vertical. O sea, es un enlace -
. * - .

con una coaccion dejando libre el des

plazamiento horizontal y el giro,

J
11,’ Impide un solo movimiento de la pie-
I

7

En la figura estdn representados es-
quematicamente,

.

%T
!

&

IT - Articulacidn.

Impide dos movimientos (desplaza-
mientos), luego el enlace tiene una
doble coaccidn, '

i | El giro no estd impedido por tanto,

/O\ % no transmite momentos,
‘ ; |
raN




~B Q-

p III- Empotramiento.
/7’/2 Erte tipo de enlace presenta tres -
ﬁ #£. coacciones, estando impedido cual-
7

//% quier movimiento de la pieza;trans-

mite a través del enlace los momen
tos y los esfuerzos en cualquier di-
reccion,

(+
-

3-2, - ISOSTATICAS, - Un cuerpo plano estd en equilibrio, si

X =0 ;3  Y=0 ; ZM=0(3ecuaciones),

Una estructura es isostitica externa, si las condiciones de
la estitica bastan para determinar las reacciones.

5 . -
Una estructura es isostidtica completa, cuando ademasloes
para cualquier parte aislada que elijamos, al introducir lasac
ciones que ejerce el resto de la estructura sobre ella,

. T )
En este caso y por las simples condiciones de la estatica po
dremos determinar cualquier reaccién de la estructura tanto -
exterior como interior,

Entonces para saber si una estructira es isostdtica debe- -
mos mirar si el nimero de ecuaciones independientes que po-
demos obtener de ella es igual al nimero de reacciones de sco
nocidas.

Incdgnitas. - Es igual a la suma de coacciones de todos los nll
dos de la estructura mas el de coacciones de los apoyos.

ATl 2 T

—l—"; 5 ¥ - i 43
1

-|—»
|
#m
|

s g b

& C
M =
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Ecuaciones, - Es igual a la suma de 3 ecuaciones por pieza, -
rd « - ®

mas tantas ecuaciones por nudo como coacciones maximas pue

da transmitir el. nudo,

DebaJo de las figuras de la pagina anterior se indica con I in
cognitas, con E ecuaciones.

Al contar el nimero de I y de E en una estructura puede ocu-
rrir que:

a) I = E en la estructura y en cualquier parte de ella se dice

 ISOSTATICA.,

b) I > E - Puede ocurrir que considerando la estructura co-

mo cuerpo rigido tengamos maés
de 3 coacciones en los apoyos,en
tonces diremos que se trata de
una estructura hiperestitica ex-

terna y el nimero de reacciones

hiperestaticas serd I - E,

Puede ser que sea ademdés hi-
(T ] .
perestatica una parte aislada de
la estructura, entonces se dice
que es hiperestatica interna.

EIZE)}

. .
I =27 1 hiperestatica.

E> I—a la estructura se dice incompleta, y resulta un mecanis
mo, El nimero de grados de libertad es E - I, Puede -
! ocurrir como antes que sea un -
mecanismo para las coacciones

A - externas, o para las internas.

E=5

- 4} 1 grado de libertad puede

tener movimiento horizontal,

La estructura dibujada en la pidgina siguiente:

HIPERESTATICA la parte ABCD.



E
£
D

B

oF IBE
/,é% ;
%
’;’/ 1
ES

INCOMPLETA la BDEF

v si nosotros contisemos el nime-
ro de E y de I resultarfa E = I de -
bido a que hay una hiperestitica y
1 grado de libertad, Pero la estruc
tura no es ISOSTATICA por no ser-
lo cualquier parte de ella,

EJEMPILQOS:

Coacciones -3
""de los apovyos 3

Num. de incégnitas 3+ 3= 6
Ecuaciones: 3 por barra + 3.
De los nudos = 6,

E =1 = ISOSTATICA.

Ecuaciones -6

Incognitas - 6] ISOSTATICAS

Ecuac, -7

T }-» HIPERESTAT,
Incogn. 8

(1 incég, HIPER, )

E=7
i ]—* H. (incbg, HIPER),
- H. (3 incég. HIPER,)
=5
o 4} —+ INCOMPLETA

(1 grado de libertad).
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HIP (5 Hiper-

a%]
E—

5]
T
I
I

o s ol
Mo

o
LC I
gy

3 3 E=19

»5,’ ,43; A 7'/”%7 I= 24.-,

e

@

estitica)

: _ '~ H (2 HIPERESTATICA)

g . 2 E =14
[ . 2 I = 15
’
3
LSS
3
313 ' 3 1 |E=21
B i =29 (INCOMP, )
3
E=21 I=20
® X
31 3 +- | 3
T 3
3
TS- ._Bﬁ
LI s, B/ /7
3 5

6
¢ | ISOSTATICO.
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—

= 7

8

{ HIPEREST.

9
,|HIPEREST. (3)

INCOMPLETA,



=35 =

3-3, PIEZAS ISOSTATICAS, - Reacciones. - La manera mas sen
cilla de calcularlas es tomando momentos en los apoyos,

Leyes de Mf, Q vy N, - 5i tenemos un sélido S como el indicado
en la figura estd en equilibrio bajo la accién de las fuerzas F,,

Far g ¥ v By ¥ Bpo |

Fy

\re

Si nosotros damos una seccidén tal como la mn, cada una de -
las partes estd en equilibrio por la accién de las fuerzas que ac
tian directamente sobre ella y de las transmitidas por la otra -
que forman un sistema equivalen
F2 F3 te al de fuerzas que actiian sobre
\ la misma,

En lo que sigue vamos a consi-
derar piezas simétricas concar-
gas actuando en el plano de sime-

-
tria,

En la viga dibujada en la pagi-
na siguiente, demos un corte m,
n normal a la directriz y reduz-

Ra n camos el sistema de fuerzas que
actian sobre S, al centro de gra-
vedad de la seccién m,n; como se trata de un sistema de fuerzas
contenido en un plano quedard reducido a una fuerza F, y a un mo
‘mento M,

La fuerza F la descomponemos segin la direccidn de la direc-
triz (N) y el eje de simetria (Q).
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Fy Fa F3 Fn
/N ~m 1/
Sy ' So
n' n’ \_

77

L, i

L - -~ - - -
Si hubiéramos reducido el sistema que actda sobre 5;, hubig
ramos obtenido un momento y unas fuerzas iguales y de sentido
contrario (como debe ocurrir por estar la viga en equilibrio).

¥ ]
. La representacién grafica o analitica de estos esfuerzos a lo
largo de la viga recibe el nombre de leyes de variacion de mo-
mentos flectores, cortantes o axiales,

Se recomienda afiadir a la ley, una rebanada que nos indique
el sentido positivo tomado para el esfuerzo,

- -

1. - Determinar la seccién necesaria para la barra de aceroBC,
si la tension de trabajo es 0y, = 1000 Kg/cm? y la carga ver-
tical uniformemente distribuida %ctia sobre la viga AB a ra
zon de 1.500 Kg/m. ¢ .

-+————.3,5m. & z,am.—.r . AR
EENREREREEERRERND
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Al considerar la barra BC, sometida a la reaccidn del resto
de la estructura y del apoyo, y aplicarla las condiciones esta-
ticas de equilibrio obtenemos que las fuerzas actuantes deben
ser iguales y de sentido contraric y actuando en la direcciénde
la barra.

Si las reacciones fueran otras cualesquiera Rl v R, nos da-
rian umar resultante F no nula y la barra BC no estaria en equi
librio,

Por tanto, la estructura, aparentemente hiperestatica por
ser articulada, es isostatica, ya que la reaccion en C debe ser
vertical, La reaccion la determinamos tomando momentos en
D.

1,8:3,6+ 1.500 =1,8 - 1500 - 0,9+ R « 1,8
R = 1500 (3,6 - 0,9) = 4050 Kg.

La barra BC estd sometida pues, a un esfuerzo de traccidn
de 4. 050 Kg,

R 4050 _ Z2
QBC" 01'_' ~1000—4,050m.
no_

2. Determinar analiticamente los esfuerzos axiles en las ba -
rras 1, 2, 3 que sostienen la vi-
ga AB,

AB
1:,l

2 BF =BG = 2 mts,
P2=2Kg‘

[PI 1. Por estar las barras biar-
45° ticuladas, las fuerzas que

e actian sobre ellas, han de

- F tener la direccidn de estas;
D A5° la Unica que puede absorber
un esfuerzo horizontal es la
BD, luego de aqu’f deduci- -

e E =
g’ g mos que RD Pz.
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Sustituyendo la barra BD

P porla reaccion Rp nos que-
A l // / da la siguiente figura para
o determinar las reacciones
T “ 45°\/ en Cy E.
Re RF

Tomando momentos en A,
tenemos:
V2

RE-4:PI-2+ ED.T b

ya que RD Yy P2 forman par.

2,242+ :
ot 2 _4+V2

R.=

E 4 T4

& L 44V2 4 .V?K

IRl T g
-0 =

3, - Determinar la posicién de la carga P en la viga ABD de tal
modo que la fuerza en la barra BC sea maxima, Determi-
- nar el dngule §
de modo que elvo
lumen de la barra
BC sea minimo -
permaneciendo -
constante AB,

12, Del equilibrio de la barra BC (ais-
landola) deducimos que 1_2’Lre'accién en C

ha de tener la direccion CB independiente
mente de la posicién de P sobre AD.

k . + ” . ]
Podemos seguir dos caminos, analitico o grafi-
Col

/ Método analitice. - Tomandeo momentos en A, te'-
c

nemos:

R +d=P:'x R =£—x:=>R es maxima
c o d
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cuando X sea maxima o sea
cuando P esté en D.

Meétodo grafico. - P constante
p y 9 también cte,

R¢

» A .
R sera maxima, cuando o sea

C_ . - ¢
!//Q/ maxima, lo que es igual cuan-

do P esté en D,

Volimen minimo, -V = ﬂl.ﬂ(l)

De la figura % - ¢ B
1 cos®  cos?®
gl o BRAD ., g PAD B AD
WP ERcTTTa 7 T Tdo T AB sentro
Sustituyendo en (1) |
vV = it o —._...1:_)_—-—{%—1—?———-=2'._R AD- ——'-1*"*“
cos 9 o AB sen ¢ o sen 29
V. . - sen2% =1-9= 459,

-0-

4, - Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos en una mén
sula con una carga vertical P en su extremo,

P

=

S
L -y p |

-I

Las reacciones en el empotramiento son: una fuerza hori-
zontal H, una vertical V y un momento M. Como la estructura
. LS = P .
es isostatica podemos determinarlas mediante las ecuaciones

e i

T

< Y
AN AAA NN,
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de equilibrio estatico.
Equilibrio de fuerzas

H=0

i

vV =.P

El equilibrio de momentos (tomandoles con respecto al em-
potramiento)
M=-P+}

Para determinar las leyes de esfuerzos consideramos una
seccion m n a distancia x; tomaremos como esfuerzos positi-
vos los indicados en los esquemas siguientes:

W & A
vl (it Iy

L.os esfuerzos podremos determinarlos considerando fuer -
o : 3
zas dorsales o frontales; como comprobacion de que se obtie-
nen los mismos valores, les calcularemos de las dos maneras:

-Considerando fuerzas frontales:

N =0
0 =0
Mfz-P(ﬁ-x)

- Considerando fuerzas dorsales:
N =0
D=V s B

M= M + Vx = P4+ Px = - P(4 -x)

Las representaciones son las siguientes:

A
tl

==

—

—

GALA s SIS,
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Se recomienda poner en los diagramas unos esquemas A que
nos indiquen qué esfuerzos hemos tomado como positivos,

” L]
Debe observarse que segun consideremos fuerzas dorsaleso
frontales, cambia el sentidn de las fuerzas o momentos del sis
tema equivalente que nos hace positivo el esfuerzo.

-0 -
5. - Determinar las reaccicnes vy leyes de esfuerzos en una mén

sula semetida a una carga uniforme de P T/m- £ .

Determinemos las reacciones estableciendo el equilibrie de
fuerzas y momentos:

N
§ P T/ml
My A3
N |
Yt ' e et
H JA_ X
A ——
N
H= ¥V =P ..
152

Tomando momentos en A; M = P. £ . % = P ——

. . * . . .
Consideremos una seccion a distancia x del empotramiento y
tomamos como esfuerzos positivos los siguientes:

N 5 Mp
= I[] ()

Operando por esfuerzos frontales, tenemos:

\- N:O
Q= - P (f -x) 5
N £ % £ .3
M{-—P(f-x) 5 = P 5

Operando por esfuerzos dorsales:

N =0
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Q=-V+Px=-Pf +Px=-P(f-x)
| 2
X

2

—
—_

22
=P—'-'2— s A% 4 P

oo |

M. =M - Vx + Px

f
N2
; (EZ-Z % + xz) :PJ%Z

Las representaciones son las siguientes:

(D

0 L

5. - Calcular las reacciones y leyes de esfuerzos de la estruc-

tura,
TY
|
M §l m
by
H_‘f\( § _&\ P_____*?
¥ fee | #

-

Reacciones:

Hz-Pji V0 § M=-m
Consideremos esfuerzos positives: —'”*“N ”:“&. (l]) M{

_‘[I‘_ I xiles:
T I ~=,
CU) § | Cortantes:
SR e
§ Flectores: Mfﬁ'o = - m,



7. - Calcular las reacciones y leyes de esfuerzos en la siguien
te estructura:

——— i
~

n 1o

| D

LELLIIIAS LSS LS

L
-‘

]

I

|

[]

Reacciones:

H=0 ; V=P1+P2; M=P1a+P2b

Consideremos esfuerzos positivos:

L e (D

Axiles:
£
N =40
o)
; Cortantes:
N
t0i b
_____S I ,TII|. | : . ob =P
N a 2
3 a
R |
. ' Oo B Pl
|
Flectores:

: G‘g‘ ‘
n
o

M?a— Pz(b~x)
(02 M = Py(b-x)+
=S + Pl(a—x)
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8. Calcular las reacciones y leyes de esfuerzo en la siguiente
estructura: -

by
|

Reacciones:
I
v:; PT/IWA I*I:O;V:-p.a;
M N
7 13 ! M=-p-a(l-3)
Tl e B
E 5 - -
Ry 4 Consideremos esfuerzos positi-
VoS!
~f=v lte (D) »
Axiles:
f
N = {)
IR °
_—-“: ' " T C t t :
S HC R s
Vlml :
gi NI Qﬂ-a——p(f—-x)
N |
N | "
l Qf)._ = -p (£-a)
|' Flectores: 5
| £ - 4 -X
(0 i el
£ -a 5
: Mfo pa (£- E)
e

b o . +
9. - La ménsula adjunta estd sometida a las cargas que se in-

P _ I fml.

. | ;~.\: dm.Tn. _
Determlnar las leyes de Mf_ y Q. § ' ‘\ i 1Yy
A. - Leyes de M; § <, '

a) 0 <x<3 N3 5.~ et 2ims—]

1 x = 0; = - f
Mg = +4 -2 (5-x) = 2x-6; § * - 0 Mg=-06

(recta) ff x = 3; Mg =0



e

h)3<xx4

x =3 ; Mfz - 4
M, = - 2 5ex) = 3x s 105 ¢ |
(recta) 4 x =4 ; M= -2
c)4<x<65b & % 5
= Tt b g % = =
% 1 1 2 g %
M= - (6-%) 5= -5 (36-12x + x )5
2 2 . i i i s
+ (parabola) P Me ¥

£
=)
w_

' ‘l!'

/

W T e e e — —— — — — — — —

-6

B. Leyes cortantes,

a)0<x< 4
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10, Determinar las reacciones y leves de esfuerzos de una vi-
ga articulada y apoyada con un momento en el extremo,

; | ;
& o 2
A, T

RA f R
Y i
Reacciones:
Tpmando momentos en B,
M M
= « £ - — = —_— G . =-. — .
M + Rﬁ‘ 0 R.A } o RB - RA 7

. . . . -
Consideremos una seccion a una distancia x de la articula-
« g . .
cion y tomemos como esfuerzos positivos los siguientes:

e

iy —

-.l/ 77 - & /“P

= - wr W s

Operando por esfuerzos frontales,
N =0

Q:RB

M= M - R (£-x) = MRyl + Rpx =+ Rpx

Operando con esfuerzos dorsales.

B =8
QzRA
Iva= RA'X |

IL.as representaciones son las siguientes:



4b i

‘| J | !

— p—

il

11

Si la viga hubiera sido biarticulada, evidentemente serfa hi-
perestitica; las ecuaciones de equilibrio nos determinarian Ry
v R, y nos expresarian que las reacciones horizontales son igua
les y de sentido contrario, pero no obtendremos el valor de H

de éstas.
' %7 Admitiremos a partir de aho-
H vgp, 7 H ra (posteriormente lo demostra
- "'T r ’ remos) que cuando las fuerzas
Ry Ry actuantes son normales a la di-

rectriz o bien cuando se tratade
pares o cualquier solicitacién que no produzca deformaciones -
longitudinales dichas reacciones son nulas,

-0 =
11, Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos en una viga

articulada y apoyada sometida a dos fuerzas segin el esque
ma indicado en la figura,

p P
» % | 7 iz |
® j 1 y @
\ ’é, !m o x
S
IR, Ry

Estableciendo las condiciones de equilibrio, tenemos:
H=20

= E ,
Tomando momentos en (1) R - t =P -?JT % P %i— » R, =P,



7o

' 34 £
Tomando momentos en (2) Ry k=P ——+PiR, =P

. « 2 \ =
Consideramos una seccién m n a distancia x del apoyo (1) vy
tomamos unos esfuerzos positivos:

s - (D

Operando con fuerzas frontales, tenemos:
N=20

lag leyes de Q y de Mf tienen tres leyes distintas por la discon
tinuidad que producen las cargas puntuales P,
- Para esfuerzos cortantes, tenemos:

20

/ |
entre - V' Q=R1= E )

4
4 3k ’ N 3
entre 4'Y"4’9"R1 PM-P-.PLO

£
entreﬁyz Q:RI-ZP:P.—ZP:—P

»

Para momentos flectores
‘ 38 .
entre —- y£ ; Mf:Rl(E-x)zP{i’ -x)

Ak BE 3¢ - 34 £
g e o e R T S

‘ £
entre 0 y% ; M =R1(£"X)"P(§Z'X)-P(ﬁ. - x) = Px

f

a2 o a . “
La representacion grafica es la indicada en las figuras,

m ot
o M o

I

UL
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12, Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos en la es-

tructura siguiente:

AY
| p-Tn. /. ')

Reacciones:

2 8 -8
2

1
Rl }"[P-a +M]

a

7,@77 X ——I[P.a,a -M]

2

L)
 m—
o

™,

[ S
- ~Ley de momentos flectores:

=24 M]-PE-

(D

2
Pa.
_” = (£-b)

2

Mb
+£

Pa . Mb
5 (£-b) + T M
Ley de esfuerzos cortantes

2f-a
2

[

Q -—E{{Pa + M]+Px

———— e

:—I[Pa 228 -a

b = Ll e
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13, Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos en la es-
tructura de la figura,

15, - Determinar las reac-

ciones y leyes de es-
fuerzos cortantes en la si- .
guiente estructura:

- §
A b Reacciones:
— N - P 2 b
|p7n./m.ﬂ p n./m.l. RI: E [ a4 - 2- :]
y 1 ¥ | X 2 2_
i PN
¢ 2
[ / J Ley de momentos flectores,
Z 2.
%, .- P2
R» Mflo [a!- ] 5%
2 A
b P a
My, == [as- 25 ]-Pax-3)
Z2 2
|:| L Px b-a, P 2
C ) Mflb: T[b'g - > ]— ‘z—(f-}{)
]
} Ley de esfuerzos cortantes.
’ 2 .2
0 la B B a-b
| =" 3 [at- == ]+ Px
t
& . &
([D | b P a -b
i Q[a--?[aﬁ- 5 ]=P.a
% &
I / P b -
{ Qly = 7 [bt -— J+P(£-x)
. [
11—
L I -0~
|
|
l
I
[
[
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Reacciones:
‘I"y R P i
== -a)-P.b
f-—a:—.l '_;b‘.l Ry =2 LR (£-a}-Pyh]
] i
Y L xR, == [Pa+ B,(2+b)]
T / _T |
I_ I | Momentos flectores.
Ry Ra a . x
1 My = [Pl(ﬂ-»a)-sz]
O
x :
foa_ " [P (£-2)-Pb] -P,(x-a)=
. (Pa + Pbjit Pa
R 2-)\‘h 1
L 4b
Mfif = - B,(L+b - x)
M -Pa 2 (Pa+ B.b)
~ Ml e 2

MB =Pa - Pa - sz -'sz

1 1
Cortantes.
I
|a 1
| Q\b= - B (¢ -a)-pp]
| | ¢ 1 iy
| Ley de & Qla_ B [Pluha)'sz]
A l |
l-I ‘ | _ Pla + F‘lb
| | £
J - 1|H+¥H sl -
ri [ e NA0N i+
(il i : : Q!E = - PZ
e I I
il '




.. A

15, - Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos de la es-
tructura indieada en la figura.

y A
K .
;——f/a —~]'--—% Ys |
TSI, S S SCDE, R —
’%é# - - B %
A p =M ln T B .
| R4 - 1Rs
- Reacciones,

H =20

£
Tomando momentos en A, R_b- L =4P . £ 4+ 3P 3 ;_RB= 5 P.

v = . ‘:2
RA+RB ix .RA B

Consideremos esfuerzos. positivos los siguientes:

[ # g A

Calculando por esfuerzos frontales,; téndremos:

A;’-:iles'

£
N5 /3 i
O
Cortantes Q5£/3 -
41/3 =
44
o3 . ap

b

£ 5
ng/B—ZP-RB——3P_

24/3
Q / ZZP—RB+P:—-2P.

.8/3

F4
0O /3 =2P-R_+P+4P=2P,
(9% B



o T

jﬂ\ | o "

—— i — —

. Flectores. 5¢/3 50

Mf43/3 _p (%_ x]+ P(%{—X) - P(Bj‘-ZX)"
) i
£
— £ = ¥ £~3)= S
Mf2£/3 P (3£ -2x) RB( x)=P3x- 2£)

Al Ilegar al intervalo siguiente, observamos que la determi-
. A F . A
nacion del Mf por consideracion de las fuerzas frontales, nos
obliga a considerar cuatro de ellas mientras que si operdse- -
mos por esfuerzos dorsales solo considerariamos dos, facili-
P : A
tandose su calculo, Tendremos entonces:

£
M/3=—R X = -~ 2 Px

. A
24/3 Ay A
Myyrs == BPx +4P(e- 5) = P{2x- 37)

1
(|

| ,rnﬂﬂﬂlm il

i

mﬂ”mﬁ i __(_q)__

e

16. - En la estructura adjunta se pide:

12, Leyes de Mf y Q.



STh-

. Distribucidn de tensiones normales en el punto Mf maximo,

- . - ﬁ * - - “
. Distribucion de tensiones tangenciales en la seccion de la

. A
viga en la que O sea maximo.

La seccidén'de la viga es la doble T indicada,

I l-_vfacms,*ﬁ-l
3 Tn./m.L
27n./ml | 4 ‘tcm,
l ! Tn/ml
A [ EREEER B
75;)' . f8crns _ Zems.
L_4ms. | 4ms. | 4ms. ‘f
| i -
E.2. % 28
8- = |
. ‘
Determinemos las reacciones: I - Lem
| . 1z 28 -
24+48f40—12RB RB-12_3
] 176 44
8+ 48 + 120 -.'12. RA-'RB By g
12, Leyes de M.
0 < < 4 ™
2)0<x< Z ==0 § M, =0
M=% 33 £ 104
DO — 3 —— .
f 3 2 ’ = 4 : M. = = 34, Lk
f 3
<
b)4<x<8 i 3
M, = —x - 12 (x-2) -(x-4) =
2
:g’“xﬂl- 24 - (x-4)
104
= . o S 4
x =4 Mf 3 34, héh
8




i

¢) 8w 12
2
28 12-x 28 X -
M, = == {I2=x) s~ = 2az) [ > —6+EJ“
10 x
:(IZ-X)[ e E]
%"104-12] 88
= = ! o —— 3
wmE g 3 ¢ 4_-)<L 3 g 29,_3,
% = 1Z Mf'zO
l.eyes de cortantes.
a)0<x <4
44 1
Q=-"'3‘,'+3X='3'(9x-44)
z=0 ; :_4—§
xX=4 ; Q-—-—?;
b)4<x<8 id
: Q=-—+12 + 2(x-4)=
3
= 2x Lo
SR
x =4 ; Q-—-§
3
" _ .16
x=8; Q-+3 |
| x=%é=5?33;0:0
W1
e} Bsw=wld - "
v Q-— 3-[12-}{) :X-‘,;T[ll
16
= 8 ’ Oa_—?)-
x =12 ; Q:%—S- 44




|
2. El maximo valor de I\/If es— i il
|

El momento de inercia vale:

|
- 3 2 :
T %2»8 +3,18:1.87+3.18.1. 8+18.1 | = f
|

A

2 4
= 3 4930=3286, 643280 cm .

Entonces:
M.y %0105% oo TT
o = = 40, 000=2
max I 3280 o
cm
i‘}_

3. El maximo valor de © es - 3

- * Pl B
LLa tension cortante es maxima
en el centro de gravedad y vale:

Lo M
L I_are paray =0
18, 1 i 3
a) M_— 1741, (64-0)=153464 = 217 cm
- —_—
3 :
Q= - 10 Kgrs., g B

B
T'= 3280 Cms4

ay = 2 cms,
44 3
wies  REY ALY

. 2
T - = 485,16 Kg/cm

‘mix 2 X 3280

b) Para y = 8

M_ =153 + 56 = 209
2%10°209
B et o AT 29 B ¥ .
1~ 2x 3260 ~ U EXLRS
2
T, = 467{; Sl Wi, 52 Kg/cm

c) Paray =9; 1=0,



ST

Ley de cortantes:

Pl .

/ \
/ \
[ \
/ \
\ /
\ ]
\ /
X /
vy —

_O_

17. Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos en la estruc
tura indicada en la figura, aplicando el principio de superpo-
sicién de efectos,

Y

}
L
(g )7

7ok 4 i

an | tRB

Descomponemos el estado de cargas en los dos siguientes:

Estado I




ol B

o . "
H =0, como indicamos anteriormente que se producia con
+ s .
esta solicitacion.

Consideremos esfuerzos positivos:

—~-~ e ()4

Q=0iN=0;M=M ([I)l I L

Estado II i

P
l H=0
h A %.’._f R, =R, ;

1 Ry Ra

P,
]
o
H

Esfuerzos:

P
-2—(.8 -x),

_____ 7 L\ Px

£ -
Mfi{/ Rl e

—_—
| ==
ef—
=
o
[A]

EETER
—

Till




Determinamos en el estado final los esfuerzos y reacciones
como suma de las de los estados parciales.

|
RA =RB =5 H=0
. Q'g _ _.E.,
t | zoo
NI . Fe - B
AN o © 3B
! P
| Mfg,Z:M - 7 -x)
a lm L, Px
s —T— A 2
N P /‘fé Obsérvese que los mo-

mentos flectores del esta-
do final podemos determi-
narlos graficamente, sin mis que elevar la ley de momentos -
del Estado IT hasta la horizontal correspondiente a la ley del
estado 1.

-
-
~ //
e - L S —

Estas superposiciones de las leyes de esfuerzos que en este
caso no parecen tener mucha utilidad, se utilizan deSpués con
gran propusién en todo el cdlculo de resistencia de materiales
y de estructuras, razdn por la que deben estudiarse detenida-
mente,

-0 =

18, - Determinar por el principio de superposicién de efectos -
las reacciones y esfuerzos de la estructura siguiente:

fH

| p
L/ it s |
.l | bo
L,”.f’%’ 5 Hne S i
TRA P TRC
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La ménsula CD transmite al resto de la estructura, una fuer
za vertical P y un par PL.

x 2

h

& ; . :
Consideremos como estado I la accion exclusiva del par,

Reacciones:
) pl
e

H=20

H ’5‘ = P
z

—i l T Rlz RZ =
PQ R,

Tomaremos como esfuerzos positivos., :
rajfets X (it (1

Tenemos entonces:

“ T ' Al s
Bl 1 No 7
Cﬁjﬁ oy B g
Mfzjz Pt -R (£-x) = %5

. A
Tomaremos como estado II, la accion de las restantes car -

gas,
P Reacciones:




=Bla

m of‘g:_RI-Phl_:
_____ ! |l
o LI % FiTy
1] 11 My E
a i) :

Finalmente dentro de la ménsula tendremos las siguientes le
yes de esfuerzos.lut 34

e —

'}|u 31_

- 3
(D lHH'Fj'_mH . szfp Eoa )

& o P &
Realizamos graficamente la superposicidén de todos los esta-
dos considerados:

Esfuerzos:

-WW%WWWMK

|
|
|
! O
|
|
|

W

|
4

I
-||- |
I

re———

P “ ?!'ﬂﬂmﬂnm,

0 Qﬂ,mmmﬂﬂﬂ'frwﬂ_‘TUTW

e

La expresidén algebraica se determina tomando las de los es-
tados parciales de carga.

|,
i

Reacciones; BE ==

P
,R.-Z



~Ba.

19. Determinar por el principio de superposicién de efectoslas
reacciones y esfuerzos de la estructura indicada en la figu-

ra. +y

puiinmn f i

K

(i

H'I |
Ra | RB

| |
3 ! J
Consideremos como estado I

. | \M Reacciones:
; A % } H=20
— r B . B = =
TR; R, 2 1 %
Tomando esfuerzos positivos —-:l-:- N H:” & (D) -”?
tendremos:
lf A 0
_____ I S

() oiﬁmﬂmﬂmﬂﬂmﬂmHMMl mmm p Ni:o . Mx

————— O M¢ =M - R, -x) = 2

' P Reacciones:
1 L \ - H o 0
H

T | | T RfRz:%i
Ry R2



-

—
—
o

=

Esfuerzos:
b _
Do_ 2
N*=0
0

- . e =
Determinaremos por superposicion el estado final.

Reacciones:
Pé Pe
— O ; ] — ; - —
H RB ML + 5 RA. B M
Esfuerzos,
0 =0
| o)

B A

|
wu.le“um '}“ 0 =% -Ez- x (£ -x)

|
|
|
|

]
(D g "mmmﬂmu R

2

X (ﬁ-x)

R, - P(E-x)=-P{-% -x)

P
Ex(f-x)

Tanto este caso como el que indicamos a continuacién apare -

Estructuras.
-0 =

cen frecuentemente tanto en Resistencia de Materiales como en

20, Determinar por el principio de superposicién de efectos -
las reacciones y esfuerzos de la estructura indicada en la

figura.
P. 7/m.l.

gmmmm 0oy

e,



Consideremos como estado I

M M
,g ;}?’_ Reacciones:
!
. - M
" l ' T R, =R, =7
Ri R2 H=0

Adoptaremos como esfuerzos positivos,

o il |0t e (1)

QL T
; {W: Ni=0
A0 VWWWHLH HHH| | MpS2MR ()M T
B
zéif;r.:(::_x)np(—g i

Determinemos el estado final por superposicidn,

; o 2L . _ Pt
Reacciones: H = 0 ; RBM MZE + 5 'RA* > - Mi,



Py

[m ' ' Esfuerzos:l
ilgmNMﬁq

g |

(AT

uumﬁmm“ ; Q?:_@ e

y =

[ Sp———

4

21, - Determinar las reacciones en la viga de la figura parauna
carga unidad actuando sucesiva e independientementeen -
los puntos A, B, C, D y E (No se tiene en cuenta el peso

propio),

P

| N & 0 1R |
AN A B [ c ﬁg.p" el Ay

3 CEENENEN RN RN AN AR 2
A) 1
RM*RN“Z
RQ=RP=O

B) Tomando momentos en M,

7
1.7—.-RN° 6 "’RN = *6-
w . _ | e |
RM+6_1 RM"l"a‘“ﬁ
R =Rp =0
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Teniendo en cuenta el efecto de la reaccién en Q sobre la par

te izquierda,

Tomandoe momentos en M:

1 ' 2 1 = 1
B QL o it ol & = — E— - — = a— R =20
) S-RN C)""RN 3 1 RM 2 3 6 1 p
D) 4] & B 5.0 =R et
Q 0 2
1. 3
Rl L

RM s RN igual que anteriormente pero de signos contrarios,

0 |

E) R, =

1
R ¥ Q 0
Ry v Ry igual que en el caso C}__

-0 =

22, Determinar las reacciones en la viga representada paralas
hipétesis, T

a) Carga unidad én el centro del tramo AB.
A B £ D E =

5 T A A
L
1

) } | L |

b) Carga unidad actuando en B.

C) 1 1 (B} ' 4] C,

d) " : % " el centro de CD.
Nota: No se considera el peso propio,

Caso a):

Vamos a llamar R a las reacciones y le pondremos un



B

subindice con la letra del apovo en que actia.
Tomando momentos en B, tenemos:

a 1
RAqa_l,2 BE. =

=
it
NS -

5 g analogamente '

REyRFZO

Para ver esto, basta con mirar la deformada y ver que eltra
mo CD se comporta como un mecanismo v por tanto, no nos

CJ'

puede transmitir ningun esfuerzo a los apoyos E y F,

B)R, =R, =R_=0 —~ R, =1L

c) Tomando momentos en A,

a+bhb
Illa+b)=R_. = R. =

(a+b)=R_.a 5 <

— E 3] — -
RA— o< RE--—‘RF = 0

d) Veamos la deformada.
A B C l D E F
o 0

2 D’
Nota: En los puntos C’ y D’ en general la eldstica tendrd una
discontinuidad.

Esta deformada nos indica que existen reacciones en los 4

La fuerza unidad la descomponemos en 2 fuerzas actuando en
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C v D, luego: o
RC = R_D = -'2-

por estar actuando la carga unidad en el centro del vano; si no

estuviera actuando en el centro del vano R_F RD, el cilculo -

se haria tomando momentos v se seguiria ge igual manera, No-
olvidemos que R~ y Ry son fuerzas inferiores del sistema, y

que estamos poniendo la accidn del tramo CD sobre el festode

la viga., | |

Entonces nos encontramos en el caso anterior y basta poner
+ donde pone 1 y obtenemos:

a+h
RB‘RE‘ 2a
R, =R “--P-

=) =

23, - Resolver el problema anterior, sustituyendo la carga por
~un momento unidad,

Caso a), Momento unidad en el centro del tramo AB.
1

R =-£ RE =0

A B ¢ D E Y Vg A 1
i ; - o % By -5 Bp

Basta tomar momentos y se observa que las reacciones son

independientes del punto de actuacién del momento dentro del
tramo AB, |

il
<

1 1 :
b) By eZ w Romet: o Bo=K =4
1 1

d) Descomponemos el momento en un par de fuerzas que ac-
tien en C y D,

‘ 1 1
El momento es equivalente a R__ = +E R _= - - estamos

D w C

en el caso d del problema anterior,
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Operando, obtenemos:

a+b
R = - R =
B E ¢+ a
b
RA o RF "7 ca
La deformlada en este caso es:
/’|
; . |
- | /’ -
Fa b /’

-}

24, - En la viga de la figura obtener:

12, Las reacciones de los apoyos.
22, Las leyes de Mf y Q a lo largo de la viga,

C v D son rétulas,

I7a/ml. l 5 Ta.
.~ s»)ﬁ' gy =44
L | |
| 5 ms. l1m] {5 m.| [ 5m.] 1m.| 5 ms. ]

Separamos los tres tramos y los calculamos por separado:

S5 7.

2,5 2,5

Tramo AC
15-2,5+2,5--6=5RB ik RB=-52,5/5=10,5 Tn.
15+2,5 - 2,5-1=5R - R, = 35/5 =7 Tn,
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Leydera
a) O0O<x<5
M =7x--3:'x2
f 2
Mfz(]:?-%x—»x:%%:—&;ééms
el ME- <o G(méximo)
5w o= b Mf=-2,5
b)5<x<g 6
M= -2,5 (6<%} = 2, 5% ~ 15,
x =5 ; Mf:-E,S.
x =6 ; Mf =0
Ley de cortantes:
a)0gx <3,
Q=-7+3x‘w_
%= _:Q='-—7
x=%; Q=
x=5; Q=28
b) 5 <x <6,
0=« 2,5
Tramo CD
Leyder,,
a) Mf-2,5x - O0<Lx<l,b
x =0 c f=0
x=1,5 ; = 3,75



o B

b) Mf: 2,5 {3-%) ;6 e 8.2
x = Mf=0
x =1,56 Mg = 3,75

Ley de cortantes:

Leyes de flectores aji<z <l b

Tramo DF

Reacciones:

-2 5 i , x
5 % 1 +RF 5
B 52w« 0,5 Tni.

I

=25

Lev de Mf,
a) 0 <x<1

M. =-2,5x

4
1l
O
%
H
)

:]_;M=—2,5

%

2,5

o

jledx <o

4

#-0, 5(6-x)=0,5x%-3

=l Mf=-2,5

X =0 Mfz{]
L.ey de cortantes:
alpEsxg]

/. | & =25

/ b)l<=x2<6.
Q0=-0,5

e e e e ————, e —————— e e Y

I
|
J

1
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4-1. - DEFORMACIONES. - 4-2. - TEOREMAS DE MOHR.
4-3. - ECUACIONES DE LA ELASTICA. - 44. - TEOREMAS DE
CASTIGLIANO -

i

4-1, - DETERMINACION DE DEFCRMACIONES EN PIEZAS REC-
TAS ISOSTATICAS, - La determinacion de las deforma -
ciones que se producen en una pieza puede abordarse medlante

cdos metodos diferentes:

A) Estudiando las deformaciones elementales de una rebanaday
su efecto sobre el resto de la pieza.

(4 . ' P
- B) Basandose en consideraciones energéticas.

A) Deformaciones elementales producidas en una rebana-
da y su efecto sobre el resto de la pieza.

i ; .
La actuacion de un esfuerzo axil N, produce una deformacion
longitudinal,

A(ds) :"N%% = N de.

! ds
siendo de = Eﬁ la elongabilidad eleme,ntal

- La actuacién de un momento flector M, produce un giro rela-
tivo de las caras de la rebanada,

ds
dé = Mf T - --Mf,di:p,,

ds

siendo dg = e la flexibilidad elemental.

- La actuacidén de un esfuerzo cortante (7, produce una defor -
macidn despreciable con respecto a las anteriores en el cdlcu-
lo de las deformaciones de la pieza, razdn pc>1 la que no suele
considerarse,

. N . :
- La actuacion de un incremento uniforme de temperatura (At)
en toda la seccidn, produce una deformacién longitudinal.

A(ds) =k At . ds
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—La actuacidn de una distribucién lineal de temperaturas a lo
largo del canto, produce dos efectos:

1. Un giro relativo de las caras de la rebanada.

k(tg-ts)
A et dg.
£ -t 2
s

siendo el gradiente de temperaturas,

2. Una deformacidn longitudinal de toda la seccidén, medida
segin la directriz, de valor:
Alds) = kb t_.
(ds) te ds
siendo At el incremento de temperatura que experimenta el -
centro de gravedad de la seccidn, |

La deformacién de una rebanada A produce en una seccidn -
normal a la directriz en un punto B un movimiento compuesto
de: un giro relativo de las secciones normales en A y B, deva
lor d , y dos traslaciones: una de mddulo A(ds) segin la direc
cibén de la tangente a la directriz en A y otra de médulo AB.d$,
perpendicular a AB {pasando por tanto el punto B a la posicidn
B’).

A S
A
. (26
. . . [ i . . .
4-2, - Aplicacion a piezas de directriz recta e inercia constan-
te. -

- El giro relativo entre dos secciones es la integral de -
las deformaciones angulares elementales producidas en todas
las rebanadas intermedias. Si las deformaciones angulares ele
mentales son producidas por la accidn exclusiva de un momen
to flector tenemos el primer teorema de Mohr,

B B__ ds_1 [B
B . " Ld4s_1
8 _I as j M, - == A Mt ds

A A
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) . 1 P
""El giro relativo entre dos secciones es = del area del mo-

0
j mento flector, comprendida entre las dos secciones'',

-Al ser la directriz recta la traslacién AB d¢, es perpendi-
cular a la tangente a la directriz en el punto A,
| B_w~"4 (ds)

- La traslacidn relativa segiin la directriz, entre dos seccio

nes A y.B es: B
B 2 A (ds)
H
fA
- La distancia de un punto a la tangente a la directriz enotro:
es! B
A= CB-d¥d
v

A
siendo CB la distancia al punto B de la rebanada que origina el

giro elemental do .,

Si las deformaciones angulares elementales son producidas
por la accidén exclusiva de un momento flector, tenemos el se-
gundo teorema de Mohr,

B e B . pB
A = CB - d¥= CB - —ds = — "M, -CB-ds

.
" % EI BT |, f

'"I.a distancia de un punto B a la tangente a la directriz en -
2" otro A, es 4/EI del momento del Area de momentos flectores -
comprendida entre las dos secciones, respecto al punto B.

4-3, - La deformada de una viga por la accidn exclusiva de la
flexién se denomina elastica; cuando esta flexién es pro
ducida por un momento flector, sabemos que:




T e ey s TR

1 - i

2 ; M, |

Como v’ = 0; 1+y 1, Tenemos entonces: ;i il E,
[

‘_-_—vw—_a; T Sy T

J

Integrando con las condiciones de contorno correspondlentes,
tenemos la ecuacidn de la eldstica; la y representa ]a flecha vy |
la x el giro de una seccidn con respecto a su posicién inicial. J

-::uax:.-.u

Si adoptamos como momentos flectores positivosﬂmtomare-
mos el eje y positivo hacia abajo ! ; si los momentos flecto -
res positivos son t[]?tomaremos y positivo hacia arriba T,

B. Mediante consideraciones energéticas,

Entendemos. por energia elistica, el trabajo realizado por
las fuerzas exteriores durante el proceso de deformacidn elds-
tica de la estructura:

En el caso en que durante el proceso de deformacidn de la es
tructura las fuerzas exteriores estén en equilibrio con las inte
riores y las deformaciones sean proporcionales a las fuerzas,
la energia eldstica puede calcularse por la expresidn:

ef lef 2

2 = &L '
‘...-a-«'{-mv[;‘:g_l. N dE +2= Mfdzp =E-'1-F. dr, +E—1M. 9,

2 2 &% ¥ 1 27413

) ed J ed

4-4. Teorema de Castigliano, -

Expresa que laderivada de la Energia Elastica respectoal
influjo, es igual.al movimiento eficaz del influjo. (Véanse

ejercicios).

I'e . . »
Forma practica de aplicar este teorema: Se escribe:

m, :foI M? do +/ N'NTaes 3l / MfH)ZdCHf (NH)ZdE-J.

. I
siendo Mf v N! los esfuerzos en la rebanada sin actuar el in -



o0 G

2jo,

MiI y NII los esfuerzos en las rebanadas por la actuacidén de in-

flujo unidad.

1 valor del influjo (que puede ser nulo). Véanse ejerci -
.cios,

Si en una pieza recta consideramos las curvas representati -

vas de: '

—

B

i) Leydecargasea,,g-n.;v..-'{l

Il
ir - Esfuerzos cortantes...... Qo
|

D ——

& b Tf
|

Momentos flectores....... Mf

El . GIBOB sovvnasron EIl &

El . FLECHAS,...... Ely




"y

Cada una de las curvas es integral de la que tiene encima.y

derivada de la _que tiene debajo. Poz.-tanto:
L.OS PUﬁ-TOS DE: SON PUNTOS DE:
| carga q =0, tangente horizontal de Q - Inflexién Mf
cortante Q=0 tangente horizontal de Mf - Inflexion de 9
Flector Mf=0 tangente horizontallde 9 - Inflexidén de y
Giro. ¥ =0 tangente horizontal de y
-0-

Ty Det'erminar el giro relativo de las secciones A v B de una -
ménsula, sometida a una carga P vertical en el extremo,

Segiin el primer teorema de Mohr: 9: /rf? :.'f Jg- Tt

B
B 1
- e sk
A L El Mf ds.

La ley de Momentos flectores.debidos a una carga P es:

My =P (£-x); por tanto,
X
B _ 1 1 - P/
‘8 b o . - . - e
A EJ’ My dk=m OP (£-x) dx =5
A

2, Determinar el giro del extremo de la ménsula indicada en la
figura, sabiendo que la seccidon de la viga desde x = 0, hasta
x = £/2, tiene un momento de inercia doble que el resto de
la viga.
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Tenemos una ley de Momentos flectores.

(U)

— o —

N

M -

?//’/// LA

Habiamos obtenido que el giro elemental producido en una re

banada por la actuacién de un M, era.

| My
dd= = ds

Por tanto, el giro 9 del extremo, que coincide con el giro re-
lativo entre A y B, sera:

|B M,
5 _
L HLE

Como I, no es constante no podemos sacarle fuera de la inte-
gral; por lo que deberiamos recurrir a realizar tantas integra-
ciones como leyes de varlacmn de I, tengamos:

wﬁ Para evitar esto existe el siguiente procedimiento: Tomemos

un momento de inercia c:ualqulera de la viga como referencia -
Io’ cualquier otro I de una seccidén de la viga, sera tal que:

l-=k; I1=1k,
1 o
o

en donde k en el caso general sera funcidén de x.

. . '
Sustituyendo en la expresion del giro, tenemos:

.'-.B 1."! o
f 1 ! f L E
'8 = o e— — = —— i
ds I | ” dls 71 Mf ds.
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Si consideramos la viga sometida a una ley de momentos flec
tores Mf, = Mf/k, podemos resolver el problema por aplica-
cién directa del teorema de Mohr (se demuestra anilogamen-

te para el 22 teorema).

En nuestro caso, tomemos como Io el momento de inercia
en el empotramiento, Tendremos entonces:

P kT ; - A 3 —
-Desdex—o, hastax—z,I—ID, kel g -Mf —Mf

;Mf =2Mf

|

£
-Desdex=-é'hastax by T =

Tendremos entonces la siguiente ley ficticia de momentos
flectores:

N T
3 M
] | 2M
23 IR B
N
N
N
Por tanto,
B
_ Mz 2Mz  3My
fA Mfo ds = e i > (Area de momentos),
Por tanto,
or tanto 6 3M1s
2 EIO
=0

3. Determinar la flecha en el extremo de una ménsula, some
tida a un momento en dicho extremo.

N / |

El 22 teorema de Mohr nos da la distancia de un punto dela
deformada a la tangente a la directriz en otro.

Apliquemos este teorema entre A y B, La distancia del pun
to B a la tangente a la directriz en A, coincide con la flecha
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del punto B, ya que la tangente a la directriz deformada en A,
coincide con el eje x por efecto del empotramiento que impide

el giro en A, _
'- dx
b “J: M (£ -%) Ty

L.a ley de momentos flectores es My = M, por tanto

:ng(f—x}g'—}I{ I (£~ X)dxnﬁ:[_

Si quisiéramos calcular la flecha en un punto cualquiera c,

tendriamos: : | 2
I i M [*c . ch
Yo = Mlxe-%) BT = El N (ko -x)dx = 775y
que nos representa al considerar variable el punto ¢, la elasti-
de la pi ; 2
ca de la pieza o o
e T 2

- Es conveniente fijarse que el 22 teorema de Mohr, no da di-
rectamente las flechas a no ser en determmados Casos como es

te de las ménsulas, e
-0 =

4, Una ménsula de longitud £, se encuentra sometida a una tem

peratura uniforme t;; por la accidn del sol la temperatura en
la carajuferior aumenta hasta un valor t,, permaneciendo Ia
cara inferior a temperatura t;. Determinar las deformaciones -
que se producen en el extremo de la ménsula. Coeficiente de dl
latacién lineal = k, Se considerard que el c. de g. de la seccién
estd en el punto medio del canto. -

e 1 1 -

—
——
e _/

AT
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Por la accién de la temperatura el extremo B pasa a la posi
] ) . LA 3 :
cién B’ mediante una deformacion horizontal u, una deforma -
cién vertical v y un giro que de la seccidn$.

: - o

Recordemos que la deformacion de una rebanada c por ungra
diente lineal de temperaturas produce en una rebanada B,los si
guientes efectos: '

- Alargamiento horizontal:

du - k &t H - - = .
- ds,', siendo Atm > 'c1 5

- G_iro elemenfal:
k(tz-tl)

d¢ = ———— ds,
L

Desplazamiento perpendicular a la tangente a la directriz:
dv = (4-x) d9

P . . .
Considerando la accion de todas las rebanadas intermedias,
tendremos entonces:

u:/kﬁt ds = & lkfdx: ¥ L
e O

2 2
b 2
~ f = - - - A 7 e
[* Kit,-t)) k(t,-4) [ kg (ty-1)
Al e g @ e | s e
‘. C C L e C
2 g ¥ "
g k(t2 tl) k(tz tl) o k(tz tl)E
ot R i i s TRy
v O e

-0 -

5. Determinar la ecuacién de la eldstica de una ménsula some-
‘tida a una carga P en su extremo:

¢

—
T
—

1
g
I
M

-—
o
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Habiamos obtenido la ecuacién diferencial de la elastica.

e i
L

En este caso tenemos una ley de momentos flectores Mf=P(g-x)

P(-x) _dy’

YT TR T ax
.. 2
3 { P (,8-}{)
" 11
¥R Y WS=F T2 9
3 3
_ ] P l-x)
e 5T Ty

Las constantes de integracién las determinamos a partir de
las ecuaciones de contorno:

Parax =0 ; y=0 ¥ =0
Nétese que al calcular la ecuacién de la eldstica. realizamos

una primera integral que nos da y’, es decir, calculamos latan
gente a la eldstica en cada punto.

Particularizando para lascondiciohes de contorno, tenemos :

2 . 3
- P c. = Py
1~ 2EL ' 2~ 7 6 EI
con lo que obtenemos:
- Ecuacibn de la elastica.
3 2 3 2
_P (-x) , B2x Pt _Px (3¢-x)

YT % B 2EI & EI 6 EI

- Ecuacién de la tangente a la elastica.

2 7 _
_ Pz P {-x)"  x[ 24-x]
TRy C TTawr | & EI

Mediante la ecuacidn de la elastica determinaremos la flecha’
en cualquier punto de la directriz, mediante la ecuacién de la
tangente determinaremos el giro relativo entre la seccion con-
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siderada y la seccidén de empotramiento, ya que en este caso -
coincide este giro relativo, con el dngulo que forma la tangen-
te con el eje horizontal.

-0~

5. Determinar la ecuacidn de la eldstica de una ménsula some-
tida a las solicitaciones indicadas en la figura.

Determinar en primer

N P lugar, la ley de momen-
\ﬁ l tos flectores
\ 4 -
% 5 ——— Mff/zzp(f-x)
Y—" e,
|
*y Como tenemos dos le-
yes de variacién de los -
momentos flectores ten-
§ dremos dos ecuaciones pa
(m ‘:\g HIll ra la eldstica, valida ca-
% ( “ ' da una para el intervalo -
N L que corresponde a la ley
§ de M¢ a partir de la cual
se ha deducido,
Ent : £
mrezvh: v oot P(t-x)
Y =E T E
P (1-%)
] - -X
Y = -E g . e
3
= ' ()E* x) + X +
YSE T 6 s
£ .
entreoy-é- “_Mf o
Y "E “Z2EI

y _ Pix .
¥ “aEr " V3
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2

Pix
YM4EI'+C3X+C4°

Determinar las constantes con las siguientes condiciones:

Parax =0 ; v = 0; y' =0
‘g ‘

Para x = deben ser iguales los valores de las flecha y del
giro calcula.%ia.s por las dos ecuaciones de la eldstica, ya quela
estructura no presenta después de deformada ninguna disconti.
nuidad,

De la primera,obtenemos: c, = g 3 cy = 0
De'la segunda, tenemos:
2 2 2
< Bt _PL . _ _PJ
" 1 EI 8 4EI ’ 1~ 8 EI g
Py. ,.PC - _ P& . _ _ _Pr
48 EI 16 EI 2 = 16 ET ' 2~ 48 EI

Determinadas las constantes obtenemos la ecuacmn de cada
tramo de eldstica, sin mas que sustituir,

-0-

7. Determinar la flecha que se produce en una ménsula someti-
da a una carga P en el extremo por aplicacién del teorema -

de Castigliano.
—L——-—--
v

N f
Si consideramos la carga P como influjo, su corrimiento efi
caz en el proceso de deformacién de la estructura, coincide con
la flecha del punto B; por tanto, la aplicacién del teorema de
Castigliano nos da:

_ 9%
P
f ef
Como 1 e 2 1 2
F—..—-E Mfdtjl +-£ N de,

ed ed
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tenemos:

: ed aMf ; [ ed N red 3 ed o
M 2 Mf D d(p+.-2': ’ 2N *-5-1-5(15: | Mf"é—-l';dcﬁ Né_-lida
lef - ef Jef o ef
Eln nuestro caso: N=20; M = P (£-x)y

3

por tanto, ) :
v ;jo P4 -x)- (£ -x). EI *\J‘ PJ——L— dy= =—— 3EI

- - . - . . - - - ,
El signo positivo de v indica que coincide con la direccion -
que hemos tomado para el influjo.

=)
8. Determinar la flecha en el extremo de la mé’nsula'indicada

en la figura mediante la aplicacidn del teorema de Castiglia

e El teorema de Castiglia’

ESTADO I
no, permlte determinar la

P
¢ ' deformacmn de un punto -
B 1 de la estructura aunque en
——_—+ - - - % "

el no este aplicada ninguna
~~ fuerza.

T Fijémonos en primer lu-
gar cudl es el influjo -o in-
flujos- cuyo corrimiento eficaz es el movimiento que desea- -
mos calcular, En este caso, el influjo correspondiente a una -
flecha en B, es una fuerza u@ﬁﬁi aplicada en B.

Consideremos como estado de carga III el producido por la -
sola actuacidn de este influjo.

ESTADO IIT ESTADO IT

§ § .

J

Los esfuerzos debidos a este estado de cargas podemos de-
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' terminarlos multiplicando por J los esfuerzos calculados conun
influjo unidad.

My =dNe & T o My Ryp™ 4 gy

Consideremos como estado de carga I el estado inicial de la
estructura,

El estado de cargas I+ III = I +J.1I, serd por tanto:

.
\ .

En consecucncia, por el principio de superposicion de efec -
tos, '
M =M.+ T M ; N = N+JIN_; Q “QI-I-JOII

fI T f - | f I BRELT 1 II' "I41II

En este estado de cargas podemos calcular la flecha en B,sin
mis que derivar la energfia eldstica con resPecto ad.
o ef aM ,,-"v' .’E‘f i

g i i ]
. I+111 | 3 4 3N
v = eeesin. W M. I+111 | .I-E-III
a ! ————
I+111 J [ ed fI-l-I'[I % dg -I-: o NI+III 37 de
IComo 3 Mf | .
I+ITT- =M T+III N
3J £ By T TH
: I1
sustituyendo, tenemos:
Yef "ef nef 3 l-sef 5 ']
VI+III = MfI MfII do + j ‘NINIIdE+ J MfII qu-i NIIdE , .
' ed i ed | ed e 1

Si ahora hacemos J = 0 el estado I + III' ser4 el estado I ini-
cial de cargas y por tanto, la flecha sera:
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M ef ef
v, = Mg, M, _do+ NN _de
1 Jed 1 I Jed I 11
En nuestro caso tenemos:
ESTADO I
| £/2 £ Z
Mfo P(— ), M££ 20, Nozo
/2
ESTADO II )
- My =-(f-x) i Ng =0
o

El sentido positivo a adoptar para los esfuerzos es indife-
rente con tal de que se tome el mismo para 105 dos estados.
£/2 | 4
: ! -2x dx dx
_— -(£ - + - (£ -x)e 0 =
Vl ( }C) 2 EI \J'jj/z ( X) ET

O

La integral desde el extremo dorsal al frontal, debe descom
ponerse en tantas integrales, como se necesiten para las dis -
continuidades de las leyes de esfuerzos.

3/2 . 2
P 2 2 5 P#
e -3f e o e e,
VI =t SR (£ + 2x -3[x)dx 28 Bl
o)

El signo menos de la flecha indica que tiene la direccidn con
traria a la que hemos tomado para el influjo, es demr, como -
habiamos tomado el influjo hacia arriba la flecha serd hacia aba
jo.

“(-
9. Determinar el giro en el extremo de una ménsula sometida

a una sobrecarga uniforme P mediante el teorema de Casti

SR, ESTADO I

p.1/ml

S —— —— e ——n
—
HH“‘-...

Yisspiviiaiis
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En el .estado de cargas I, tenemos:

2
f 4
ij) E(E_XL ; N£ = 0

2 ! o

El estado de cargas II serd el correspondiente a la actuacién
de un influjo unidad, cuyo movimiento eficaz sea el giro que pre-

tendemos calcular.
£ Y
= ; =0
) Mflo I 3 No

ESTADO IT
Aplicando el teorema de Castigliano, tenemos:

' vef
4 = ; NI NIIdE: + [ MfI MFII d(p
Jed Jed

: 2 3
e ;‘_fp (£-x)" dx  P¢

—

| 2 EI =~ AEI

o

.10, Determinar el corrimiento horizontal del extremo de una
ménsula, sometida a la accién de unos momentos y unas -
fuerzas verticales cualesquiera. e

El estado I es el’estado inicial de
cargas, en él tendremos las siguien-
tes leyes de esfuerzos,.

p(x) y esfue s

ESTADO I

.

il ]wa "

C‘z G(x)

El estado II sera el correspondiente a la actuacién de un in-
flujo unidad, cuyo movimiento eficaz sea el corrimiento hori -
zontal que pretendemos calcular.

| ESTADO II

N !

} Funcién de x.
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En este estado tendremos las siguientes leyes de esfuerzos,

N =

: . O
‘Miz= 0

fO

Aplicando el teorema de Castigliano, tenemos:

_ ef - et
ues=| M., M, do+4 N, N.r de,
. , IT
ed I I J.ed 4

Como M; esceroyN_=0 las dos integrales son nulasy por

g I
tanto, también lo es el corrimiento horizontal.

==

11, ;Cudl debe ser la ecuacidn del eje de la barra AB antes de

flexarse, para que la carga P, cualquiera que sea el punto -

de la barra en que actlle, quede siempre, al deformarse la ba-

rra al nivel de A, R

| La ecuacibén ha de ser tal, que el

punto de abscisa X, tomase un corri

miento igual al que tomarfa,la mis-
ma viga en voladizo,

S,
»

N Vamos a determinar la flecha en
€ | un punto de abscisa x;.

‘Aplicando el 22 teorema de Mohr,

1 g | Z
¥ 55 | M om :x TEL_ T i) e

_ ; 3

_p xR TRy

TEI 3 - T 3 El

| | o
Ahora si X, es variable nos queda la ecuacidn pedida que se-

ra: : 3
_ Px
¥ I E

=) -

12, Estudiar la deformacidn de la viga adjunta para distintos va-
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lores de P, y calcular la flecha en el extremo libre.

P
A Fd _J Sabemos que el radio de curva-
tura en un punto es -

. -
Para que la viga se apoye sera
necesario que para x =/

Py
='_1"'“P"£:'[_

1
R EI 17 Re

Si P<P , laviga se compor-
ta en volladlzo, vy la flecha en el
extremo es

3
P 3 2
ks BB, ook
"3EI RI 3EI - 3R

Si P>P; n laviga se ird apo-

yvando, hasta que tome un radio

de curvatura igual a R.

1 TR 4 _ EI
r EL.R T PR
Flecha:

Se compone de tres sumandos -
(véase figura).

R R PR | PR)
3
P
39) B'B" =0 Bl DA - 513
' 3 % 3R 3BT PR
2
L& Plecka f=8 %8 4B =:"’__i_(£3_IL
17727 3 TR T 23
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13. Determinar el giro que se produce en los apoyos de una vi-
- v - e 3
ga biarticulada, sometida a la accion de un momento enuno
de los apoyos,

Si aplicamos el 22 teorema de Mohr, podemos calcular ladis
tancia A A del punto B a la tangente a la directriz deformada en
A, ' N B p

x

g baa =] Ml
f BA EI
é}f Ja 7

Como las deformaciones son muy pequefias 8A= sen BA y por:
tanto: '

K"l'lj,m, , 1 '..B

|5
g = - = dx
A 4 Elu / AM b x)

Determinamos la ley de momentos flectores.

M
R1 = Rz ol
p é, H? ,% o Ho= =0 (la viga biarticulada
i A
' se c:omporta como isostitica, -
R2 mientras no aparezcan esfuer —
zos horizontales),
Mx
fo =M - RZ(E-X) e

conocido fo obtenemos %A sin mas que calcular la integral.

N : ﬁ )- “'."__‘.
P . oy, : 1 h
g, & e ' (t-x)dx f —d

(A) EI¢ '“ 4 EI )

wl.o

El giro en el apoyo B se calcula por igual método,
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r B
A, , dx
aB = |, Mc¥
f’f?ﬁ; BaB 1 !‘2 Mx 4#‘2\_@_‘}
\ B) . ¢ EXd. £ "\ 3EI J
E%ﬂ,lyé‘, f___,‘ 0 ‘%}a:ﬁ. #-Eg”
. ——

14, Determinar la flecha en el punto medio de una viga biarticu
lada sometida a un momento en uno de sus apoyos.

Aunque el 22 teorema de Mohr no dé directamente la flecha
en una viga biarticulada, como sucede con la ménsula, sin em-
bargo nos permite calcularla fdcilmente. En la figura tenemos,

* - -

ce’ +e'e' = ce
cet =x 8§ 1
A » :
; ¢ Ya que al ser las deformaciones muy pe-
cye''= A | quefias podemos hacer
%A=tgﬁA v cos-BA‘:l
Por tanto,

: g3 : MY
5, esta calculada en el problema anterior vy vale: o FL

4 es la distancia de un punto a la tangente a la directriz enotro
calculable mediante el 22 teorema de Mohr.,

Si estamos calculando la flecha en el punto medio X, = % i
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dx
o
Del caso anterior tenemos Mf = %-}-E
g2 e
e i ] / ¥ o2x)dx =
VRS R Sy TPT T 48 EI
Sustituyendo, tenemos:
' 2
£l M ¢ Mt
T hH EI 2 48 EI ~ 14 EI
)=

15. Una viga articulada y apoyada, sometida a una temperatura
t, experimenta un aumento de temperatura de su cara supe-
rior alcanzando un valor t, = 2t, mientras que la cara infe-
rior permanece a temperatura ty.Determinar el corrimien-
to del apoyo deslizante y el giro del extremo cpuesto, coe -
ficiente de dilatacion lineal = k., Se considerara que el c.d,

. - i

g. de la seccion esta en el punto medio del canto.

——mm——— —

X

4 é’jcr
//,__
La temperatura media experimenta un int rernentm
t

v > T Y t ﬁt%t _tl

m 2 1 2«

La deformacién de una rebanada ¢ produce por tanto:

Un alargamiento. kt

A (ds) = Kot .ds =—5= ds.

Un giro elemental.



B 6% k&
(t,-t,, &
L T g ds
c 2c

Tendremos, por tanto,
"B /"‘3 kt k tf

u:/ A(ds) . =

A o)

1
3 Jamw sy

Mediante el 22 teorema de Mohr determinamos la distanciad

desde el punt'b B’ ala tangente a la directriz en A,

& 2
; ,ﬁds E Cpg k‘l:1 ktlﬁ
& . (£-x) = (£ -x) i dx = i
v o (O
Por tanto, ‘ kt £
9, = ’'sen §, = £ = .
A A V4 4 c

Notese que hemos despreciado en este calculo, los corrimien
tos u, frente a la longitud de la viga £.

Si la viga hubiera estado biarticulada la aparmmn de corri -
mientos horizontales daria lugar a reacciones horizontales ya -
que la viga sometida a este tipo de schmtacmn es hiperestati -

ca. i 9
16. Determinar la ecuacion de la eldstica de una viga biarticul_a;_
da sometida a una carga uniforme de p. T/m.

p-Ta/ml. (!])
ST .
oSO e

IR, Tﬁ’z .

I

]

vy

Determinariarmos las reacciones:

R AR";; Py

1 2 \ \_2
H =H, =0) (se comporta como isostatica al no haber so-
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licitaciones horizontales).

La ley de momentos flectores es por tanto:

2 2
M,=-R, f-x)+ P ("‘?’;) - AL )

- i

bk s P - .
La ecuacion diferencial de la elastica es:

oo Mf
N
) T P '2‘
o P =T
Por tanto, | 3 5
P et B o B
¥ SRR Rt 8 2 1
P . %y
x X
g = ZEI[IZ % ]+Clx+°z

Obtenemos las constantes SR A mediante las condiciones

de contorno.

Parax=0 ;" y=1 ; Parax s yv=0
: 4 4 3
P { £ £ P
':D 3 - - 3 &) o e ae———
2 sEr (2 -5t et=0 “1F12 Z.Er

Tenemos, pbr tanto:

- Ecuacidén de la elistica.
4 3 3

R X x I x P e 3 3
Yeam “12- .6 FE ) tarEr (X A L)
. - Ecuacién de la tangente a la elistica,
L . P 3 2 4
V4 “12 Bl [2x~ - 3x'£].
0=

17, Determinar la ecuacién de la eldstica de una viga biarticu-
lada sometida a la solicitacion indicada en la figura.

; . = . * - -~ R .
La solicitacion exterior esta en equilibrio, por tanto no apa-
recen en los apoyos reacciones horizontales ni verticales.
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fb'
i
|
|
M 2M p
g P B
e e VR
% N !
2 .
La ley de Mf es:

T, =

1 a determinacién de la ecuacién de la eldstica se facilita sen-
siblemente mediante una adecuada eleccién de los ejes. En el
caso que nos ocupa debido:a la simetria de cargas y de estruc-
tura podemos saber "'a priori" que el punto ¢ no va a tener nin-
gin desplazamiento vertical, siendo la ecuacién de la elastica a
derecha e izquierda del punto c, simétrica con respecto a dicho
punto,

Si consideramos entonces el punto ¢, como origen de coorde-
nadas, simplificaremos sensiblemente la determinacién de las
constantes de integracién, asi como el propio problema de inte -
gracién.

Tenemos entonces:

- Desde C hast 2.
esde asta ¢/ ”*&“M
YT EI T EI
, _ Mx
YRR Y
—-I\-d—}-{-2+ x +
Y T2E1 T 1T T %2

- Desde 0 hasta - £/2.
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Yrr=_ _L_’!:,
EI
s Mx
LA 2+C3
Mx
v ~—2E1+c5x+c4

Determinemos las constantes mediante las siguientes consi-
ciones de contorno:

Parax =0 ; y =0 ;Parax:j—_%; vy =90
. ' M£2 / M4
CZ:O i 04*—”0, 8EI+CIETD’CI:—ZE
M.EZ £ M ¢
"8El "°32°% 37 ZEr

Sustituyendo las constantes, tPnemos las siguientes ecuacio-
nes para la eldstica.

: ¢ (2% -
- Desde 0 hasta £/2 ¥ My‘i ;I 4
- Desde 0 hasta-#/2 y =- MX 4("'; I-H:)
-0 = .

18. Determinar el giro que se produce en la seccion central de
la viga indicada en la figura, mediante la apllcauon del teo-
rema de Castigliano.

by

Como en este caso el influjo que produce el giro en la sec -
- 2 . . . s . A .
cion ¢ de la ménsula, coincide con la solicitacion exterior, po-
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demos resclver el problema sin necesidad de considerar loses
tados I v IT de carga, sin méas que expresar la energia eldstica

derivarla con respecto a M, )
. . r ef ’ﬂ'ef >
1 &
Ced |
Nef ef
oM
8 = M f : Al
X f R dy + N 3 M ds .,
1) oed il ed

Calculamos por tanto las leyes de esfuerzos,

M
RA_RB_ £

Tomaremos como esfuerzos positivos:

—~[—x  0te (D)

N =0
Q
. aM
£ : M f g =X
Mf :RB(ﬂ -X) :T(B _}{) : M = 7
E/z' o
YR G I A . alii == 7
s AT TR E :
Por tanto, tendremos:
1 /2 Gt ,
N [/ Mx x dx M, o fox dx MY
Yo T . ¢ EI £ { EI 12 EI
o o L2

Como nos sale positivo, quiere decir que es en el mismo sen
tido que el momento,

e

19. Determinar la flecha que se produce en el punto medic de -

una viga simplemente apoyada, sometida a una sobrecarga
uniforme de P T/mjy. .
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ESTADO I

¥ ¥ ! Il—[ ) B ae e

[ ]
S - x
L

R A | el

S c -
Sea t -
. ! — i . ‘

%

? ¥
|
4

Consideremos como estado’'l, el estado inicial de cargas.

Pi .
R, =R_ =~
*atRs - W
ol =8 _
o ; 9 |
Mfoz Ry« (£-x) - P f‘f;;‘L: PxMT-Xl

Consideremos como estado IT el correspondiente a la actua -
cion de un influjo unidad, cuyo movimiento eficaz sea la flecha
que pretendemos calcular.

t_? o i B Tendremos:
| 1
} - | o T
" ———
)5 ¢ 77 I
WY =0
[ 9]
Mi/z ==
Y . B
¢ _2-x
Mg = =75

Aplicando el teorema de Castigliano, tendremos:

ef . ef
= . Lo < I N _de
1_1C l\{iI Mfﬂd} iﬁ I\I 1 £

ed Jel
" 4
42 f-x x dx fiﬂ f-x g-x dx 5p £
" o ek B LB
Yer PR 2 EI T/ PRT2 T2 OEI T 38 mI
0 JAL/2
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Como nos sale positivo quiere decir gue es en la misma di-
reccidn que hemos tomado para el influjo.
- '
20, Determinar el gire que se produce en los apoyos de una vi-
ga simplemente apoyada sometida a una sobrecarga unifor-
me'de pT/m.L.

[, .

y : - 5 : s :
Debido a la simetria existente, seran iguales los giros enam
bos apovos.

Consideremos como estado I, el estado inicial.
. :

~—-
: £-X

Consideremos como estado II, el correspondiente a la actua-
. - - . . . ' .
cion de un influjo unidad, cuyo movimiento eficaz sea el giro -
que queremos calcular,

e ”9»\1 RAzRB:—;-
-1&1 | | ‘?B[ O

M R -
= o X — e
fo A >

Aplicando el teorema de Castigliano, tenemos

" |
YA T ¥g T / Miy Migy 9=

B d P ERPT £
R f=x, xydx _ ) N 7
/Dpxz(f)m ZEEI/ = £em Jix 24 EI
L.
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el signo negativo que va en sentido opuesto al que hemos toma-
do para el influjo.
. oo

21, Determinar la flecha que se produce en el centro de una vi
ga, apoyada en dos superficies cilindricas iguales de ra--
dio R y sometida a una fuerza P en el centro,

Al flectar la viga los puntos de contacto con los apoyos se -
desplazan hacia el centro, disminuyendo la luz libre entre apo
yos. Los puntos ¢ de apoyo definitivos seridn aquellos en los -
que el angulo a sea igual al dngulo en el apoyo de una viga de -
longitud ¢£°.

Angulo en el apoyo:

» 2 2
" P _ P(£-2Rq)

:16 EI . £ 3.8- ZRC(.-‘!Q 16 ET (1)

a flech 1 3
L.a flecha vale ;o Py

max, 48 EI

. Siendo £ =£- 2 Ra

LR & o N i .
Refiriendonos a su posicidn inicial hemos de afiadir ademas
el término & ; luego 5 5

_P(E-ZRG) B W
="z 'R

% ,, lo obtenemos de la ecuacidn (1).

=

22, En la figura adjunta calcular el giro de la viga en B y la fle
cha en C, aplicando 10@ teoremas de Mohr, LP1
2

L.

yay |
B C
L
1

L—

Ly

—‘r‘hb
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12) Giros en B. La viga dada puede descomponerse asi:

P
; /,-" 85 M
L E— + £ )
() o+ cb)
. P,
Caso (a)l Reacciones Rl =B, ™= 5. .

Leyes de momentos:

.(‘m | M }(‘Lz/i(L '—X)E'-(—“2 -x) P

ek S

o [ m||||||||||||1 M{ﬁzﬂ o) _
T2

Nos interesa el angulo §; aplicarenios’ Mohr entre el punto B
y el punto en el que la deformada tiene tangente horizontal  que

en este caso es el punto medio de la viga. - LZ
| - oo by 1. 3. "2
B, a5 0F "2 4 "2 "EI 16 EI
2 B, 1
Caso(b) . \73 |
g _
s , I e i ) M M
T. »?« L™ g r R,=7~  R=- T
' = 2 Y2
Ry | R, LZRZ M}
L L
¥ tz 1

l.eyes de momentos:




«1Z3 -

Para calcular el angulo 8§, vor el teorema de Mohr, aplica-
mos éste entre el punto B y el punto correspondiente al de lade
formada con tangente horizontal; punto que pasamos a calcular
mediante la eldstica,

2 ' 5 8
ay 11 dy 1 Mx
2 *EM e M &crEm oz
dx _
3 o
y = —E-lﬁ %Lle-!-Kz ; condiciones de contorno o i
De &qul. K2= 0 KI = E- —6"

En el punto con tangente horizontal ocurre que y’ =0 , luego:

2 P
I Mx ML - V3
,=_"‘"——_"""'_ ___.z.._ - e pp—
v "E Ty matd St ol g

; Y3

T Aplicamos Mohr entrex =3 L,yx=L,

s

*‘ Area ABCD 2 T ety g
sizniiii 9, = - =
A A l E’I
V5 D c El .
. | T W Corrhn .
B Ly " N 2EI 3771172 3 EX

> ~ e o
El angulo en B sera, por superposicion de efectos

oD

PZL PILILZ

EI

Por efecto de este dngulo, si no actuara P, el punto C subi-

2 2 1
Fid, " : 1 PZLle > P].I}l LZ
£ =T, @ =

¢ w18 EBr 3 NI

y por efecto del peso P, el tramo Lyg actuando como una mén-

sula desciende :
P L
T =' 1 1 1
c EI 6

Luego la flecha en C es:
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2L

r 4
E )
6 16

1
f == 1" + "=
C & C El

ZBNCaltular en la viga adjunta la flecha en A,

“9h .
| l
._*. a
CI % - B A-_-_+
SN J—
Utilizaremos el método de Castigliano; la flecha en A, val- -
" dra: b +¢
- o g f
* Vi —:/; Mf . Mf . A9

El estado I, sera el inicial.

; P (£ -x)
f 1 c £
| o 1
I 1 P
. . a
a 1
L
M = 1
&
1

I P . 4 ; ; :
Los MI seran los producidos por un influje unidad aplicado
en A de’acuerdo con el esquema: T
. S

Asi que - f a - ”\21 fz
M. | =M =R .x=+ —— . x
f o PR ¢ c 4
VR :
M ﬂl =1.(¢. + &35 p=-x%)
f iy b | 24
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Ahora tendremos:
B 4

) L il i
n 1 ME.’I NIHd( ) a P q a)x S .
YaTl, T ; & EI
i ]_ i o l '
J’ +4€ - -
I"'fl P.aff -x) L% dn } . b "HII
+ | 5 ekl o 4&/4—‘2 -ax) 3
g 1 ,«-'i .

Haciendo las integrales v simplificando, obtenemos:

) P.afz (32 2)
b Blz, 1° -

- . e
Otra forma mas sencilla de calcular vy €8 fijandonos que de

acuerdo con la figura: v . =w .
g A7 Ops &

!
/
J
!
/
|
~
|
I
|
‘ n
\
\
Jhiﬁ\
™
—

y utilizando el teorema de Mohr se calcula ficilmente que

Z 2
P,.':L{,E1 -a )
43 — :
| B 6 £1 El
v asi obtenemos para v, el mismo valor que antes:
. | 2
P.a ( ,Ef -a )
A Sl T 61, B1 12

o

24. Calcular en la viga adjunta la flecha en A,

- Tomando momentes en c

2 2
pL . * ) ) PI_I
- i meahl o i
4 Ry T Re 22 h* L
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by -
Pk'g/mf. .
O
_CJ. X |. - A
; A i1 & |
1 1 T
PL2 Pl
RC=PL'23 = 37 (Zzl-L)
1 1
Ley de momentos:
P B e,
O<x‘fi£1 MfH-ZEl(Zﬁl-L)x+ ,
P 2
Elffo Mf=-—2’"(L-x)

El angulo vy 1o calculamos en la viga:

k X )T

¢ B
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5 2
4 Pﬁl PBZQEI i Pﬁl (fz 4£2)
B~ 24EI 23EI ~24EIV1 T2
En la viga BA
2 2 4762 .
(P (s, -x) - P (e,-0)" | |
d“L; 2 (E X)dx-i-f 2 L 34
17 EI 2 r TEI; .8 " 8 EI "2
b . o
' 4
Entonces: ' Pﬁlﬂz(f =4 EZ) P,
Ty~ kO™ G 24 E1 8 EI
. -0~
2 . Determinar y dibujar las leyes de Me vy Q v calcular lasfle
chas en A, :
It /£ 5 {on.
MO, 4,
A ' I % A
| 1 o |
I |
'L -] [ LIS | 2% L 5 ]I_
1 N SR J T

Separemos el tramo central y calculemos las piezas por se-

arado.
P 15 ton.
2'5 far:f Tz:ston.
3m/fon ) 25{9”1. 12:5 fon.
A Q R A A
M N 0 P
Reacciones en los apoyos:
Tramo izquierdo,
Tomamos momentos en M,
2,5.6+3.5.2,5=R_,5 — =10,5 T
N RN 1 n
R, +10,5 =15+ 2,5 s By T T

M
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Tramo derecho.

Tomamos momentos en P.

2,5.6=R_.5 > R_=3 R_=-0,5 Tn,

M
Leyes de Mf.
Tramo A.
MfI, H = TR w %xz
M
& 5
Mf 2w Ih 4 *z*x
N
Tramo B. B
Mf Aﬁ%_x
@
Pﬂ 5
M == (F-x)
«f a2
Tramo C.
0 5
M = -EX
f'r
Mfgp=§”3
0

L.eyes de O,
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S SRS ———...

I [T
H (]
M WL
|| Millll] :A CHINTIIE:: P
I [RREAN
1
|
|
J
‘
! N
le =-T+3-}{
M
A
i 5
0 | =2 -
N
& .
o] 28
A
P
1
A = - -
10 2

Calculemos la flecha en A,

Dibujamos la deformada a estima (Nos fijamos en la ley de M.

P

A la vista de la eldstica deducimos que la flecha en A serila
suma de la flecha en A estando aislada la parte central mas la
semisuma de las flechas en O y en R,

Calcnlos de las flechas,

Flechas en Q.
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e
= 2 5
! MI’ =7X-«3~:{ " MI ; T_‘_(X"‘LP)
1 2 f | 2
M N
ME ZN Q
lr”s T‘/s Tk JUPUR- SR T M-
f gy B £l
et .y 85
M_= M MI%UP= -—— (En sentido contrario alin-
O S 8EI .
ed flujo).
Flecha en R,
i b 5 T ws
lr:-:: Mgl TE3® - o Mgy
R o
e 2 , © , P :
e H r
0 P I\/IIEI : o ) Mi_]: f; = XJ 2
'R ‘o
, 40
Analogamente M =- 31y ! A ] "
F=1 I = = Ir: =
A @
gy ! O ae I R 2
A % | P I _3-x
1 T MIfI e T
45
AT -
b A" 16 EX
luego la flech+a ,: _85 ; 40 '
‘ _Wa.WR_l_W _BEl BEI ' _45 _
R B A’ T 2 16 EI ~
. -0~
2°. - Determinar las tensiones que aparecen en las barras de la

figura y el desplazamiento del nudo C,

Al deformarse la estructura el punto C pasa a C’. Calcu-
lemos el alargamiento unitario de las barras.
Al 1

[cosa ’E)zﬂﬁ‘ﬁ zcostx )
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2
Como o es muy pequefio cosd® 1 - “?
2 2
: = 1 ~ 14+ " luego ga Bl m e
T GO % oL 2 34 = F = >
g

L.a tensidon que aparece en las barras con motivo de este alar
. & ——
gamiento, sera:

2 2
HF=ERE= EZOC w v la fuerza F=S:o= Ega (1)

D= la condicion de equilibrio, cbtenemos:

P=2PF Senqmz FCC
Sustituyendo el valor de F dado por (1)

3 K -3
= E o =
b L 15558

el corrimiento d = sena ~ fa

3P ¥ s

N — = =

VEE = By

En este caso la deformacié‘na_ no es pr'oporcional a la fuer-

za P, Luego no podemcs aplicar el teorema de la energiaelds
tica (Castigliano).

Luego 5= g

En efecto, propongamonos calcular el corrimiento aplicando
el teorema de Castigliano.
A5 e
: Ebd
u=[ Py P=§—-—~— -
g3
o

luego:
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e

uxggé / 53%:515&;: P :PEVT
e o . 4 S SE
El corrimiento en la direccidn de P sera:
‘du_d [Pz Ypl 18P _ b,

dF " ap | 4 isE. " 3'\sE " 3

-

luego en los casos en gue la energia no es una funcion de 22 gra
do en P o que los corrimientos no son p oporcionales & P (que
es lo mismo) NO PUEDE APLICARSE CASTIGLIANO.

w s
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5-1. - VIGAS HIPERESTATICAS. - 5-2. - VIGAS CONTINUAS. - TEO-
RIA DE LOS TRES MOMENTOS. - UTILIZACION DE ABACOS.
DESCENSOS DE APOYOS.

s

5-1, - VIGAS HIPERESTATICAS, - Sabemos que una estructura
es hiperestitica cuando el nimero de incégnitas (coaccio-
nes) es mayor que el de ecuacionés independientes que podemos
obtener de ella: En este apartado vamos a tratar de una piezahi
perestdtica, es decir, el niimero de coacciones es mayor de 3,

Tipos de piezas hiperestaticasaa),Para fuerzas verticales, es
isostdtica (las reacciones horizontales que aparecen con motivo

de la deformacidn de la pieza las despreciamos).

Si las fuerzas ain actuando en el plano de simetria no son ver
ticales tenemos: 4 incOgnitas v 3 ecuaciones,

El nimero de hiperestaticas es: nimero de incégnitas me-
-~ .
nos el numero de ecuaciones,

En este caso 4 - 3 =1 hiperestitica.
1] 2

En este caso 4-3 =1 hiperestitica.

5 - 3 =2 hiperestitica.

)
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d) \ "
§ 6-3 = hiperestatica
~

2 A veces el nimero de hiperestdticas puede reducirse por
- .
no tener las fuerzas componente en una direccion, como en el

caso a).

Factores que deben tenerse en cuenta para la resolucién del
problema hiperestatico.

El problema puéde abordarse de dos maneras distintas,

12) a. Se liberan los enlaces necesarios para hacer la pieza
. ol
isostatica,

b, Determinamos les movimientos eficaces de los enlaces
- liberados.

c. Consideramos la pieza isostitica descargada e introdu-
cimos unos influjos, cuyo valor determinamos con la -
condicidén de que anule los movimientos eficaces calcula
dos en el apartado b.

2¢) Consideramos la pieza isostitica cargada afiadiendo los
influjos necesarios, y de valores tales que anulen los mo -
vimientos de 1os enlaces liberados.

Entonces al no haber movimientoss eficaces, determinamos
u Py '
las hiperestdticas, expresando que la derivada de la energia -
elastica respecto del influjo sea cero.

Nota: En el caso de descenso de apoyos o apoyos elisticos, el
apoyo nos dard una ecuacién que combinada con la ecua-
cidén hiperestitica nos da. el valor de la hiperestdtica bus
cada,

o
l. - Determinar los esfuerzos en las barras al aplicar un peso
P como se indica en la figura,
Como se trata de un sistema indeterminado estaticamente hay

que recurrir a las deformaciones.
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Imaginemos que la barra
"b'"' sufre un alargamienteo
5, las barras "a" y "¢ su-
fren un 2largamiento &1-0
De la figura deducimos que
?leﬁ:coso: ‘ (1)
Del equilibrio de las fuer-
zas en direccién vertical ,
obtrenemos:

LY+P=0-Y +2Y = 2
»Y +2Y =P (2) |

Sea F, y By = E_los médu

los de elasticidad de las ba-

rras, vy pongamos las fuer-
- *
zas en funcion de las defor

maciones: . . Yb
L g b ’E=T”_)E°Eb=Eb‘—£—:ém
b
luego, | 5 Yb.,ﬁ
S Eb
Anilogamente - F_¢ ) L
1 S5 Es, SE:;3,
Sustituyendo en (1)
casa;g—x‘ = g%L F = SaEa coszcca ¥
b o8y a SbEb b
y entrando en (2)
¥, &2 "2 e P » T =R
b S § COs ¢y

o
o
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Otro procedimiento, de determinar los esfuerzos es median
: . ; N s
te la aplicacidn de la energia elastica,

o 19, Hacemos el sistema isostatico
— eliminando la barra central ein-

troduciendo la hiperestatica Y, tal

como indica la figura,

En las barras indicadas aparecen -

unas fuerzas Fa = F tal que:
¢

2F cosa= P-Y
b 1
= P.Y

b
Fa T 2 cosa

'y £ . ; . »” <
L.a encrgia elastica del: sistema sera: w= [/,

P-Yb 2 .

2 cosix)' S E cosu
a a

u, =

1

i

Su derivada respecto a Yb nos da el corrimiento del sistema
en dicha direccidn
du P-Y

1 b ¢ ot
d o © 8 E - on
Yb 2 cosﬁ_: a a

El signo (-), indica que el corrimiento se ha realizado en di-
reccién contraria a la de qu

Este corrimiento ha de ser igual al que sufre la barra '"b"
por la accién de Y, nque es:
») Y_L.;fg

SE E}I'P
b b



AT

Igualando en magnitud, tenemos:

L P-Y ‘ % ) ijs‘,_‘
s
2 cos a SaEa b Eb
Y. 5 E
b P =2 bSaE STt ¥, -

b h
P

J i Yb_ RaSa 3

i 4252 cona
Yb B B

Y o
2, Determinar los esfuerzos en las barras de la figura, sien-
do el cuerpo soportado de rigidez infinita (no se deforma),
los tres alambres son de longitud £ y secccidn y médulede elé_g
ticidad § , E, 5., E S ., E . respectivam .
: -1::1 a b B’ Ep Y Oc FC respectivamente
W%f/ﬁﬂéﬂ%ﬂ/ﬂ/ﬁ/////ﬂfﬁ

De laec.de la estéitica, ob-

obtenemos:
¥ +%¥ +Y =P
a b c
a b = Sean los desplazamientos © ,
bb y E)C, las fuerzas serin®
Ezfja E1::?b B
A B ¢i v =5 "y =g Pirag w & £
, o < & A cf b b ¢ ee Z
'l---_____-. 1 | ‘}_’ E E f
“"""'--. : R 2 n o, = Yb i "'""——"'"YC
ey 1w ES ‘b ES ¢ E
p i a a b csc
Oblignemos-a que los desplazamientos estén alineados.
2 Y Y T
25, =8 45 L N P
b a ¢ B 5 EsS E S
bb c a a a

Tomando momentos en B, obtenemos que:

luego:
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P
Y, + 2 = " "
b g R ™ E .S (E S +E S )
BB e 8 a+2
2K 8 E.B
cc da
7o i
b [ 1 1 J
=¥ — + Y =P .2y
Ebsb A ECLJC EaSa b &
-0-

3. Determinar las reacciones en los apoyos de la viga repre -
= . ~ . :
sentada, bajo la accion de una carga unidad actuando en un
o " . . . .
punte generico a la distancia '"x" del apoyo izquierdo

t ¢ L
£t I
Xa A : ‘»{B

A+XB+1= 0 (1)

Por tratarse de una viga hiperestatica horizontalmente, nece
sitamos recurrir a las deformaciones, para obtener una rela-
. i
cion entre X X
AV B

De la estitica obtenemos }_{

12, Procedimiento. - Imaginemos la barra cortada por C.

A XA

s SN
V. — .
- ot

La fuerza unidad, la ima ginamos descompuesta en dos fuer-
zas X, vy X, ., la primera produce un alargamiento del trozoiz
quierdo, la derecha un alargamiento del derecho, y como los
puntos A y B no se mueven, el alargamiento total de la viga ha
de ser nulo, '

_Xﬁ XA X
A A

alargamiento d0=8, x,, E. & =
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B
acortamiento & = e (¢-x). E& = —— b = e

Igualando:

y |
% SRl T4 g

A
E S, E 5, "X, X

que con {l) nos permite determinar X, vX,.

29, Procedimiento.

Como siempre la convertimos en isostatica (apoyo derecho)
. ' .
y expresamos que la derivada de la energia elastica respectoa
la fuerza es nula,

A ¢ B
Kﬁ—.’ E; <= xg
e o s 2 X ’
Tramo AC u, = (1-XB) T
.| !g-x!
Tramo CB - u, = XB SE
_ o 2 X F2 4-%
u = ul-hJ_z-—(l—XB} SE + }xB SE
ﬂ =0 =-7 1. X M =
3X 0 =2 (-Xp)gp +#Xg "gg = 0
(1-X)X = X (s-x) o%. = X
B B B Z
Anilogamente .
g X _ g?'X)
A £
lﬁego, .
XA 1-X
Igual que anteriormente.
-0-

. e . .
4. Determinar la reaccion horizontal que se produce en unaviga
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biarticulada sometida a una ley cualquiera de cargas vertica -
les y de momentos contenidas en el plano de simetria de la vi-
ga que contiene a la directriz. ESTADO I

45

Consideremos el estado inicial de cargas como estado I; ob-
tendremos en &l las siguientes leyes de esfuerzos.

x= Fix

Mfo (x)
O}; = O(x)
NZ{:O

Consideremos como estado II el correspondiente a la actua-
i . . : . . .
cion de una reacciédn hiperestatica horizontal unidad.

A B /

aN A

En &l tendremos las siguientes leyes de esfuerzos:

Mf =0 {y =20 Nxz 1 _"D"_'
O O

Aplicando el teorema de Castigliano tenemos el corrimiento
horizontal del punto B.

ef “ef tef > ‘ef 5
up = I'VIf Mf de + NTNIIdE+ I-:J M, dp+ NHdF‘-
jed I 11 Jed led 11 led
En esta expresién:
e =0 debide a la coaccién de los apoyos que impide *

B , S
el desplazamiento horizontal.
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M 0 ; N.=0

fyr I

Por tanto, obtenemos:

) ' 7 : . . 2
Como la integral no es nula quiere decir que la reaccion ho-
rizontal es cero: :

H=20
Ec«ta conclusidén es la que nos ha permitido tratar a lag vi-
gas biarticuladas (hiperestaticas) como ,si fueran isostaticas.

* & l“ i
- En la realidad existe una reaccion horizontal cuyo calculo -
puede abordarse mediante la ecuacién de la eldstica.

Habiamos obtenido

0+ 27

ir

siende p=
v

~ -~ a5
vy habiamos expresado que al ser vy’ muy pequefia frente a uno,
< :
podiamos suponer p = 1/y",

Si no hacemos esta simplificacidén y partimos de la ecuacidén

diferencial _
V” _ Mf

9 ’! = e

(I 3 2),.11. 2 El

. .
podemos llegar a obtener la reaccion horizontal.

El fundamento del calculo exacto estid basado pues en consi-
derar la influencia de la deformacidn de la estructura en los
esfuerzos que aparecen en ella y, por tanto, no podemos apli-
car el teorema de Castigliano como hemos realizado anterior-
mente, razdn por la que el resultado obtenide con élno es com
pletamente correcto. ' a

No obstante el valor gue se obtiene para la reaccidén horizor



AT

tal es bastante pequefio y no produce tensiones comparables a
las de flexién o cortante; por ello, se puede admitir que efect_i_
vamente es cero y unicamente se tendri en cuenta en vigas de
gran luz.

..0_
5. Determinar las reacciones, dibujar las leyes de M,y O v
la elastica, indicando los puntos notables de ésta, {inflexio—

nes y puntos de tangente horizontal).

r
7 a b 1;

o

Vamos a aplicar el primer procedimiento:

12, Liberamos una coaccidn, ya que la piezaeshiperestatica en
un grado solamente,

Tenemos libertad para liberar la coaccién, luego hemos de
meditar antes de liberar; en este caso es muy sencillo vy nonos
producird ninguna complicacidn, cualquiera que sea la que libe
remos.

Liberamos la coaccién que nos impide el giro en el apoyo iz
quierdo.

Reacciones:
B =—1;b o By =~-—~~—--P£al ., a¥b =2
‘T a b : Iey de Mf isostaticos:
" I _ : .
a Pb
& B M, | T mee g +
o LI
,\\ | Pﬂ ’r’ y
| S
\\ : e ,’I f
~ ” Pa
Sl M = S (o)



Aplicamos el teorema de Mohr, para calcular el giro en el
apoyo izquierdo,

b gk ) __1 1 Pab g+b _ 1
By -~——FHJ foo{;;-x) du= s Te\ i Pa§(£+b)

A
0 .
He expresado que la integral es igual, al momento del drea

de la ley de My aplicada en el centro de gravedad respecto del
migimo punto.

Como el apoyo izquierdo en realidad no gira, hemos de in--
troducir un momento que nos dé un giro igual y de sentido con

trario,
Y
(%; Ay

Aplicando el teorema de Mchr:

luego:

{£+b)-— Pbi’g'_d'g

2,6

gque como se ve en la figu'ra, es negativo,

CA\ E

. - aom : 2 B A
Reacciones debidas ol momento hiperestatico:

” M,
- Ry =4 B, ==

sentido positivo de las fuerzas hacia arriba,



~144..

La ley de M, hiperestiticos es la representada, su expre- -
si6n analitica:

- ()

I.a suma de las leyes isostati-
cas e hiperestaticas nos da el
estado final,

Leves de Mg:

Mf::ﬂ) —(ﬁ x) (l:l)

Elistica.

Del empotramiento sale con
tangente horizontal.

El punto de inflexidn corres -
ponde con un I\/If =

-Q -

6. Determinar: Reacciones, leye
ca a estima 1nd1\f ando los punt

r pm/l

s de M, y Q, dibujar la eldsti-
0s notables

|

&’,W/;/'//:///
e %

i
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Utilizaremos el teorema de Castigliano.

Para ello elegimos como hiperestitica, la reaccién frontal
v los ejes tal como los indicados en la figura.

AY
"
%
b\\\‘
\\\.
N -
N
| v
N
N
Ya

- Podemos seguir dos procedimientos.
12, Considerar la hiperestdtica como influjo.

22, Considerarla como fuerza exterior. En este caso habria
que introducir un influjo unidad, que posteriormente anu-
larfamos. En este ejercicio consideraremos el primer pro
cedimiento. &l

El teorema de Castigliano expresa:

v ef
2L o BB s b
3 i" ' T £ aJ "V
_ Jed
En nuestro caso tomando momentos flectores positivos (D )
tenemos: 5
0 X
M = —_—
f P - Yp¥
"f
amf
—-5~Y—B =-% ; m, = 0 (El apoyo no se mueve).
luego:
T xz 1 W : 2
@ = | (-p—-é-“- - Ypx)(-x)dx = Ef(‘ (PT Y, x } o =
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rizontal,

Mf = 0 - Punto de inflexidn.

3 :
[_L o
3 EI 8 L YB -t
yp=73 Pf. con lo que tenemos reducida la viga hiperestaticaa
/% ©  una isostatica.
g _ Reacciones:
Ly . 3 5
Maf | AT Ty TP g =R
'-’5 A ]
X it
4 = — =
é y MA 5 + 8 Pi.L P'B"
B
2 xz 3
—4'—-———\ - s P _
y Ley de Mfl > 3 pf}: (pa
£ rabola)
Ley de ©
o 3 3,
Q |, g 8- p == plghxirec-
e ta)
3pe
8
— +
|
| ll:l x
|
|
| Eldstica.
: Impotramiento — tangente ho-
|
I
|
|

1

™
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7. Determinar la flecha maxima de la viga indicada en la figu-

ra, v 27/ml.
NI |
H /..:\f | B
YA ,
M N 6ms.

~

En el ejemplo anterior habiamos determinado que el momen
to de empotramiento vale :

2
M:M—-:E—é:gm.T

8 8 -

Por tanto podemos reducir la estructura dada hiperestatica a
la siguiente isostdtica.

AY

|

|

| 27 /ml.
M SR

( ” x

7 T

R‘q:V Ra

hecho esto, podremos calcular las deformaciones como hemos
realizado en las estructuras isostiticas.

Determinamos las reacciones:

RA=7,5 i g RB=4,5T,

La 1e.}r de momentos flectores sera:

2.
M M= ryr-x) - p - 45 (6ex)-(6-%)°

o]

. ¥ - = -~ . -~
La ecuacion diferencial de la elastica sera:



3 4
T (b-x)
Yy =51 Liz (6-%) =-——13 "Itex to,

Determinamos las constantes SRA mediante las condicio-
nes de contorno,

‘Para x=0; v=40 Parax=6; y=0

IL.a condicidn de contorno, yv° =0 parax =0, se cumple, al
satisfacerse las otras dos anteriores, ya que el momento de -
empotramiento le hemos determinado con la condicién de que
la tangente en el origen fuese horizontal.

Obtenemos:

° 54
Bqy = =

Wy = 2 - T EI

-
T

' . I s
la ecuacion de la elastica sera, pues,

L Bex e G 2 L g7
¥ = E [12 (6-—1{) 2 12 [6-7() 'gj
El maximo lo obtendremos haciendo y' = 0

3" 2 . . .
2% =44, 5x #+54x= 9

L

, A ;. el
Esta ecuacion tiene como soluciones:

% =0 i

1 = T¢T1D 3

= 3,475

XZE X3

- » .
X, = 0 corresponde al empotramiento como es logico.

X, no es posible,
para Xy = 3,475, obtenemos = ms.
- . 4
en cuya formula expresaremos Een T/m Ienm .

-0 -
8, Determinar, reacciones, leyes de M
tica v estima,

¢ ¥ Q, dibujo de la elds-

L]
Emplearemos el teorema de Mohr,
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§

[

Lev de M en la viga isostitica.

77

Giro en A, ' 1

"

B 3
U LJLUJL;Q’_ Giro en A, Al actuar un

momento M ;
& _}_ MY 2t MU (2)
A2 EE 3 ~ 3EI

PIgualando (1) v (2) » M= E2

\

Reacciones: R_ “‘P(—+1)

3
R_-P—‘f‘—

an([)
g |1

Elastica.
Empotramiento — tangente
horizontal.

Mf '= 0 - Inflexidn.

___+__|
e —

=
~
L)

o
o
R

—— —— — —
———
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9. Determinar la reaccidén R en una viga cargada uniforme -
2 - 4 a ; = w
mente, si el apovo B es eEiSthO, es decir, la reaccion del
apoyo es proporcilOnal al descenso. RB =kd.

Z - p. tn/ml.

m I ,

, Descenso de la viga hecha isos

tatica, i
& i
B e i M
e 1 8 EI
|82 -
" Por efecto de RB, el extremo
T sufre un movimiento,
“IRp R_ ¢
g 5 B
27 3 EI
“ i
~ El estado final es un descen-

1~ ke 3
I | &§~=82 2 4
:I: \ PE RB &

5503757 BEI T "3 EI

y como RB =kd , tenemos:
3
R 4
B _pi _lBf
k. -~ 8EI ~ 3EI
0 sea:
3 1
B ==
B~ 8P 3_EI
e e



10, Determinar: Reacciones, leyes de’ Mf v Q, dibujar la elas-—
- tica a estima indicando los puntes notables.

lP

- L '.J &
L.a convertimos en isostatica,

w( 4 R )
5 PN
Por simetrfa ambos momentos son iguales y de sentido con-
trario, _

Giro en un extremo debido a la carga P,

1 Py 7 1 1 D42
-9:-** Mo °£u -_—
2 4 2  FEI{ EI 16 ' (1)

Giro en un extremo por la accién de los momentos hiperes-
oo
taticos.

L Mg Mg M (2)
6 EI S EI ZEI
2
_ MA P Py
Igualando {1} v {(2) — = - o it
g Wy @) = 557 =105 W=
Reacciones,
Ry = jXB - o &
YﬂzYB °T+ - Ye,ﬁ'—:-‘fA:YB:E

Momento en el centro.
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I.ey de O,

Elastica.

Empotramiento y puntoc medio con
tangente horizontal,

Dos puntos de inflexién vara Mst.

11. Determinar: Reacciones, leyes 'dé M y O, dibujo de la elds-
tica a estima indicando los puntos notables.

Como ya conoccemos el modode
emplear el teorema de Castiglia-

\ \

&: pt/ml, § no o los teoremas de Mohr, va-

i«j § mos a usar otro procedimiento. -

:\\\\ LT T N\

'\ N . .

§ ‘\\ Cortemos la viga por la mitad.

N N ;Qué esfuerzos transmitiala mi-
tad eliminada?

k\“

%m ) ” axiles — ninguno,

\\% cortantes — ninguno,

Momento -+ SI —» Este tendra unva

lor real que obligue a que dicha seccidn no gire, condicién que
viene impuesta por la simetria de deformacién.
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. . & . »~
Angulo que gira la reaccion extremo si no actua M.

" 2 3 2
S_IEfMdﬁ_ JD Px EC_ = _Ex_. ° s P/ (]_)
‘jd £ ] 2 EI =~ 6EI }ﬁ/z‘:xsm
@ d~£/2 -
Dicha seccién por la sola actuacién de M giraria,
M/
:-_Z-_E_f " (2) '
Igualando (1) v (2) 3 5
ML _PLE 2 P
2 EI 48 EI - 24

Momentos en los empotramientos,

2 2
v owkp obl 4 P P
A B 2 T4 24 T 12
Reacci Y, =Y g Ak P imetri:
eacciones A_ B = > O simetria,
Ley a’e/&{a
m 1l ( )
H

s e g

— —— —— e e —

—— m— — — o m— ——

Elastica.

En los empotramientos yen el
punto medio tangentes horizon
tales. Dos puntos de inflexién
correspondiendo M¢ = 0,

| |’
|
[l
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12. Determinar los momentos de empotramiento de la estruc-
tura adjunta.
. . . ol
Giros en la viga isostatica,

2 e - S 2
: 57 = _ £ = 35
7 o é 1= - %arg ¢ )
7 » ,
g é E i tﬂz 3a2)
< b Z % % "B EIZ
i ] T
Giros debidos a M, v M_,
1 £
i ! M¢ M,
'EL" 182, - -
- Y Y1 3 EI 6 EI
: # M ir’
‘f 4
M_y¢ M._y
$; ; ?m —_— 2 i i
2. 3 E1 6 EI
T""QM- l—g‘ Giros totales,”
& = &' BT =
1 1 + 1
My Mzt M (z 3b2)
o1 | A "3 Bl BBl ABEDY
= A -
I \ gm0l 4
" MM2 :
7 Myt My (389
M+ M, | My imy 3 EL 6 EI" 6 ELL
< : e
1 ‘9 :-S proec - i
Haciendo = i 0 se sacan Ml y MZ’
M Z Z 2 :
i =i s
M, 7 [¢ -a " -2b ]
M. = =M [£% 2 22%]
Z 2 i

E

13, Determinar las reacciones en los empotramientos de la vi--
ga de la figura de seccién rectangular® ycanto c sometida en su
parte inferior a una temperatura t> v en la superior a t, > tZ“

Siendo k el coeficiente de dilatacidon del material, la tez]imera -
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tura inicial o, y suponiendo el c. de g. de la seccidén en el pun-
to medio del canto,
f:? tz

ty
L

/

RARRRANNNNRRNNN
Q
BRSNS

L

Al someter la viga a dicha ley lineal de temperatura aparecen
unos esfuerzos en los extremos que por la simetria del proble -
ma seran: Med Mef

Xed

Aef

4 4

Yed Yef

Por simetria Vo & P por otra parte, comolapieza ha dees
tar en equilibrio, la proyeccidn de fuerzas verticales ha de ser
nula, es decir, vy = -Yed como ambas expresiones se han deve
rificar han de ser'y il = Bt = 0.

En una rebanada se verifica:
t. + t

&(ds)=k-—1--*—?ids

dB =k — Bt gy

Si quitamos el empotramiento de la derecha, los movimientos
del extremo frontal debidos a la temperatura , los determinare-
mos cons1derando todas las deformaciones elementales interme-

dias.
1.

t ¢ t 4t
= 1 2 1 2
k = i
J > dx = k 5 I
) O
L t-t t -t 2
v P (L-x)d:-::kl 2 b,
) C c 2



~ 14 t -t t -t
|
W = i k

Las reacciones XYM nos tienen que producir unos movimien-
tos iguales y contrarios. Se tiene, pues, que verificar:

: t +t
o =-u= | xdx XL 12z,
x " 0T EQ- ER 2 -
Q
L dx 1 MIZ vL’
vE-ve | [ MEY(Lx)m(Lex)= A =50 + =5 ] =
O
- %
- c 2
'l
L t.-t
dx 1 YL 1 "2
W = -w= [M+Y (I -x )JEI-EI(M1+ Z)m-k =%
by e 4
- -u
NN k)
R L - N v
N i X N ! X
\ = >\ S . X
N\ w_ IV \ j
§‘ “l N y| ™M
Obtenemos de ellas:
s o
¥ os . kl——z F &
2

Y =0 (como ya obtuvimos anteriormente)

t -t
2
: EI
c

-0 -

14.Calcular los momentos de empotramiento de la viga indicada
en la figura en la que los empotramientos son eliasticos respec-
to al giro (los momentos de empotramientos son proporcionales
a los giros de los extremos).
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A\

Consideremos como sentido positivo de giro y momen-
tos el contrario a las agujas de un reloj; tenemos entonces:

.
1

. - . s i
(iiros en la viga i1sostatica:

t Jf ¥ 2 | 2 Pa'b
Bk \ ! 17" % Bl
|
I/ vl

i, T Pab ¢ +a)
"a e T V2 T CEIL Y

—
—
— -1

(2+b)

Giros dehidos a los momen-
tos de empotramiento.

! 9'"
&y : 2 |
'S T gim b |
\ | 1 B2 29 ° TR ¢ e mET
My % e ——— \ |
g H_H‘N- - " MZ.E le
’ T s e / 9 = =
2 i 6 EI

Por la accién de ambas solicitaciones tendremos una defor-
macion final en la que los giros de los apoyos serén:

-&1:6’ + &' " 4 Al Pab $ 1)
1381 " 6EI - GER VT
? b4
B=0! +80_ M,¢ M, + Pab o
‘ 2 3El GEI b ElZ .

Como los apoyos son eldsticos, con el criterio de signos adop
tado, tendremos:

£ Bs) = G
Ml k - 1 M 2 k 2

Por tanto,
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| £
i B e i Wy Pab_ (. 1)
"k 3EI G El  &EIf Y
Mg Mgi Mg s Bab
k “3EI 6 El 6 EE

S1stema de ecuaciones que nos permitira determlnar MlyM
_O_

15. Determinar la ley de Mf y Q en una viga biempotrada,al ori-
ginarse un descenso® ‘en el empotramiento derecho.

.

l
if
|
!
|
I
|
|
|
|
b
|
i
(.
!
S S,

Si la viga estuviera biapoyada, al descender el apoyo no pasa-
r{a nada. Por estar biempotrada las tangentes en los empotra -
mientos tienen que ser horizontales, luego hemos de introducir
unos momentos Mdel mismo valor (ambos apoyos han de girar
el mismo angulo).

Naturalmente para restablecer el equilibrio de fuerzas apare

ceran unas reacciones verticales.

2M
LA £
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Las reacciones horizontales son nulas por no haber desplaza
mientos a lo largo de la directriz,

En la estructura sometida a estos esfuerzos, tendremos:

Giro en los apoyos:
ook, My,
YT 4T EIgvT

Este giro serd igual al

M producido en los apoyosde
la viga isostdtica corres -
pondiente, por efecto del

f_“f_)_..M_.@.
45 67 6 EI

[.e_g de Jf@ _

. ﬁMﬂmﬂ”HQﬂm

Ml Tﬂ descenso © del apoyo.
| .
: £
Igualando, obtenemos:
5-EI
M = 2 > e ; por tanto,
L
_— 12 EId
T3

La ley de O sera entonces:

TR 1T

ol
16. Sea la estructura niperestitica indicada en la figura adjun-
P ta formada por una viga A de
£ L/2 *_[| luz I, y momento de inercial,
. L : empotrada en un extremo vy
3 apoyada por el otro en un so-
_A rg porte B de altura H y seccidn
Q y sometida a una carga P -
en el centro de la luz de lavi

ga.
B Calcular la reacciény el
descenso en el punto 3,

A AL A

7%

. ol "
l.a pieza A estara sometida a

A R R R R TR R T R
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a las siguientes fuerzas:

siendo Y la reaccidn del rodillo
lP que buscamos,

3 Entonces, el punto 3, como per
teneciente a la pieza A habra su-
r)’

frido un corrimiento que valdra -
(Torreja, monografia 100, pigina

AR

30).
L
3L- = : .
il e B B B, v————--—---L3 (1
3 2 GEAIA BEAIA 48E_AIA 3EA A

Por otra narte, el soporte B estard sometido a una compre
sién axil de valor Y, sufriendo un acortamiento, dado por la
ley de Hooke.

v
Y 3 TH
e o B, o= agdecie, V. 2 (2)
9) B 3
- 5 2, Ey
Igualando (1) v (2), obtenemos:
P 51,
48 EA IA
Y = 3 —
E L H
3EAIA EBQB

y conocida la reaccion Y el descenso del punto 3, lo obtendria-
mos de la expresién (2).
- -

17, Una ménsula sometida a una sobrecarga uniforme de 3 T/m
descansa mediante una rotura en un tirante cuya seccion es
de 9 cm? y su module de elasticidad es 2. 10° Kg/cm y de
longitud 3 m, Se pide:

a) Valor en toneladas del esfuerzo axil del tirante.

b) Corrimiento del extremo derecho,

Momento de inercia de la vigueta I - 0,0128 1"11‘<1

Mébdulo de elasticidad de la vigueta E = 2, 10° Kg/cmz,



LT | N
i 0 s + . i _+C
'X

El tirante DB estari sometido a una traccidén x, debido a la
accién de 1a ménsula sobre &l; anﬁlogamente en la ménsula, ten
dremos: A X

gﬂmm L)

B

Determinaremos x obligande a que las dos estructuras tengan
el mismo corrimiento en el punto B.

,ﬂ
Para la mensula:

U = 2 72 42 7.41}_4 x 43
B 2B T Y 2 3 12’ ~3E 1
Vv v v o
Para el tirante:
5. %
u =
B SET ET

Igualando, tenemos:

2 2 A '
31 [? 4" 1.4 +44] T
Q E_ T E ' - TR
X % VIV FV IV

De aqui, obtenemos:



" | 6';.

Conocido el valor de x, determinamos en la ménsula el corri
miento del extremo ¢, mediante la utilizacion de la tabla T. 32.1
de la monografia n2 100,

c 8EI ~ T G6EI

Sustituyendo, obtenemos:

U =5,4 mm,
= S

18, Estudiar la deformacidn de la viga adjunta.

Si no existe apoyo inferior,

£ 4 la flecha en el centro vale:
9_Tn/ml /. 1 q g4
47 llllljllll_L/B
7 AL 384  EI
? L
Z . 7 Habra un valor de q para el

cual la flecha sea d,.

il
gy = 384 d ?1

*Para q < 9 tenemos una vi-
. ga blempotrada sin mas com
plicacién.

- Para q > 9 hay un tramo (-ZTD
que apoya v queda horizon -
tal.

En este caso no existe cur-
vatura en el tramo CD ypor
tanto, el momento flector ,
A B sera.nulo.

C‘)"M . D
Si cortamos la estructura -

por uno de los puntos de apo
voC 6 D, al ser nulo el mo-
X X mento flector y el esfuerzo
M M axil (por no haber deforma-
X ) ciones langitudinales); pode

:"o
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K

Giro en el extremo =

De ambas ecuaciones,

7

q
X == :
3 @

-15}:'3_

mos reducir nuestro estudio a una ménsula
de longitud a con una carga uniformemente
repartida q y un cortante x en el extremo
v obligar a que la flecha en el extremo sea
d. v el giro sea nulo.

q a4 Xa3
Flecha en el extremo = 8 =T " 3 B :'d
3 2
a Xa 0
6 EI 2EL
sale:

b e e
a = \F 2 i EI

b :
8 3
X = VEdEIq

En estas condiciones, en el empotramiento

2 2
|§_{I_]=&éa- -Xa:qzL = \2'dq EI
Ley a’e_j{p
|
i —.L— 3
o)
——

———
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VIGAS CONTINUAS

i

5.1, Consideremos el caso de una viga de seccién constante (el
estudio para vigas de seccibn variable se realizaria de igual
forma, siempre y cuando calcularemos correctamente las
deformaciones) apoyadas en varios puntos y sometida a una
serie de cargas exteriores fijas.

Y N N
i b
L A .4 7 ¥ AN
i 4 2 3 4. 5
En las rebanadas situadas encima de los apoyos 1, 2, 3, 4y5
existirdn unos momentos flectores M, M_ M_ M (en el apoyo 5

- . i 2
no habrd Mg por terminar en él la viga), 'y unos cortantes

) N g
[0, 91 LQZd,Qzll.“

2 con valores distintos a derecha e izquierda

de la rebanada por la existencia de la reac-

(1&1) cién actuando directamente sobre ella., Es-
@y Q2d tos esfuerzos nos daran segun el esquema

adjunto, la accién de una parte de la viga -
sobre el resto de ella, :

o
' 1: Ma i 2 g
L ; I.os esfuerzos axiles seran nulos siem -
n ‘Q2d pre que no existan fuerzas horizontales.
Si aislamos entonces un tramo de vigaes
TR tard sometida a las siguientes solicitacio -
M2 i nes:
4
Rei B Q21 Py . P, Q3d

w (| L§M3

Debido a ellas se deformard eldsticamente apareciendo unos gi
ros en los apoyos fw, YWy que deben coincidir con los calculados
para los mismos apoyos en Jos tramos contiguos para que so
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conserve la continuidad de la estructura.

Ahora bien, como in v QBd actian directamente sobre los

) . . '
apoyos se absorben por estos sin producir deformacion, con lo
cual tendremos el siguiente esquema de cilculo a efectos de de
formaciones.

M, ('A
| -

P, P,

2 o ]
N ”"’(A l 1 ) M [wgle Lwﬂﬂ
: 3

P

2

El giro que toma cada tramo en uno de sus extremos, le cal-
cularemos como suma de dos; uno debido a las cargas exterio
res (y reacciones correspondientes) que llamaremos @, y otro
debido a los momentos (y sus reacciones) que se calcula en la
forma siguiente:

[ ML
- : YA "% EI
‘)M ML
i - B 3 EI
A H""“--._.___‘__'_‘_—__-__’,-r"’ B
3 ,_ b
.(-LO :--—-—-I-‘;-

Con todo esto podemos poner para los tramos 12 y 23:

2 2 T,
il =8 T . Wtys g Mhoglinsy
: 2 z | 6 EI 3 EI
1 ‘1
§E _a 8 T Woglinn
2.( - Y2 0 T 3EI T 6 EI
1g "2

Como han de ser iguales:
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P i W Myl Mglag
o 5 EI &\ 2 3EI ~ 6 EI
1 .

.’
Esta es la llamada "ecuacidon de los tres momentos',

Hacemos analogamente para los tramos 23 y 34 que inciden
en el nudo 3, eigualmente para los deméas nudos.

"En definitiva tendremos tantas ecuaciones como nudos inter
medios havya y por tanto tantas incdgnitas como ecuaciones, lue
go tenemos resuelto el problema que es el conocer esos mo -
mentos que actian en los nudos al considerar los tramos por
separado.

d : e )
51 un extremo estd empotrado, supongamos que lo fuera el
extremo 5, se verifica que:

w. =0

5 5, Matus Mshys

‘”5, =““5'[4+ s
4 ’

luego,

. P - : S .
ecuaclon que nos permite conocer el momento de empotramien

to M_. 3
“ 5 : -t e

Una vez conocidos los momentos, podemos determinar las
reacciones con lo cual tendremos completamente resuelto el -
problema. El calculo de las reacciones podemos realizarle por

dos métodos:
; *QA,L Pd Ps
)
LA 5
i 4
: :
R,‘ . R5

1. Consideramos un tramo extremo.

Si tomamos momentos con respecto al punto 4 obtenemos una
ecuacién cuya {nica incognita es R5 que por tanto podremoscal -
cular,

- Consideramos_el tramo anteriormente calculado y el contiguo
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5 2. TQM

M3(A3 A4 Tg
TR3 - ; TR4 RS

. = . -
Tomamos momentos con respecto a 3, tenemos una ecuacion
- - - 0
en R4y v R_, que por ser esta ultima conocida no: pecomite de--

terminar 4
Repitiendo el'proceso afiadiendo cada vez un tramo més, po-
demos determinar todas las reacciones.
2. Consideremos un tramo cualquiera,
Qzd

¢ L ;.b“z i e ]

II

Segun el principio de superposicion, la reaccidn en un apoyo
sera suma de las de los dos estados parciales.

kg [32112 t Qa4

siendo j_sz la reaccidén producida en el apoyo 2 por la solici-
tacién I,

Consideramos el tramo contiguo

Qi P P Qsd LR ¢} i ﬂfd
: M
M T l l l‘)“s ==2( 'l' l \)M‘B “ T A
2 - AN A
2 = 2 I
1 _
Anflogamente determinamos,
= 1 -
Ry = LRy s = Dy

Sumando esta expresién y la anterior, tenemos:
2Ry = [Rolip +IBply5 + 954 - Oy

Del equilibrio de la rebanada situada encima del apoyo 2 te-
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Qai H]l Q.4
| Ry = Q4" 9y

Ro

Obtenemos finalmente:

™ |
R_= [RrR.] LRZJB.

2 s ¥

Es decir, la reaccién total en el apoyo 2 es la suma de las
producidas en dicho apoyo en los dos estados I,

o

19. Calcular las reacciones y ley de momentos flectores de la
., - F 5 .
viga continua indicada en la figura.

2 ¢/ml.
AH HIHAHHTHHA‘
.‘l'A & m. ﬁ & we E

Separamos los tramos:

1 1

i .

.

2
5
Q

I
£
U:I)

Sy
@)

BI
J B

En la viga

Ten o:ﬁ
emos AB

Aplicando Mohr:

!B 1 r‘B
| g e

6 r
>iATEIL

AB+ A

Ay w(k T

'RBA r”nc tkcs
M:L,g) ey
. 3 EI ; G
b M == B | -y |
M, , i IB
Lec AB TBC A
3 EI
T A
Rap Rga
=R _Z B g i
TR 8 i
i«Lf-x:e... i .
! i |
: i ,(L-K}PL u P( X)-- v . dx

B s b = ey
R i pA P
f EI.,LABJO 3



e 3
luego 5 iB _ PLAB
gl T TEE
iA
Anilogamente obtendriamos: 3
g [F Pl
il - T R 24 EI
B
Entonces 3 3 - 3 3
P . .
- o 3 EI [ ThEe Y AB! PILyptlpc)
4 3 . E' B 4. E; B -t -\..f
Lo iy 24 EI 24 EI (Ll )
3
+8, 8.8
| M 3 2 6 9mT
~ -M 9 45
R »® R % = ke
BA ~BA L L 45
3 AB ' =— =15 :
. RB 3 15 Ton
; ~ M 9 45
B e B R e e iy i B o
BC BC LAB 6 6
Tenemos:
_ _PQR2L)-RB _ , .
RA-—RC— z _ ~4,3 Ton.

(Ver ejemplo 3 del apartado dedicado a
cos),

1

. - .
utilizacion de los aba-

Podemos dibujar entonces la ley de momentos flectores,
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Para 0<x<6
Mf= (4,5 - x)x

Para 6 <x <12 ' >
T M, = 4,5 (12-x) - (12-x)
_Q...
20, Calcular las reacciones de la viga adjunta:
' a |Pt
q T/ml.
A C
'TL Lr ? L2 .Jr.

Descomponemos la viga:

k [IL] Yy M(ﬁ =
1R,B TRBA TRBC Tﬂcg

Reacciones isostaticas:

A S
AB ~ "BA 2
- a
RCB N IJ,“P
2
RBC :""_'""'L =
2
Giros isostaticos: . L3
- ]B - P
YR n T 24 EI
(L, -a)(2 aL,-a°)
~ ic q (L,-a aL,-a
o =
LB 6 EI L,
Entonces: : :
IB "C
W l e iU !
Bl B g
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et

B M L l C M L2
y —_— = o - d ia -
“ g | + 3 & wB;! 3L deosc:;[de despeja
% - mos M,

[

. - - & . - -
Conocido M y las reacciones isostaticas, las reacciones hi-

perestiticas seran:

= M
R-BC T UBC T L,
~ -M
RA B RAB T TAB Ll
P, M
Rogw ® By 7 Bog + 77—
o 2

21, Calcular las reacciones en la viga de la figura.

3t 3t

% _l,_—’"i.

8m ”%
: 1

5m

A B
¥
RQL’ .lr_ 8m.

1

Debido a la s_imetrfa de la pieza y a la simetria - de cargas ,
podemos sustituir la viga continua de dos tramos por la viga:

Blatsm;

8m —

va que por las simetrias antes mencionadas la viga en el apo-
vo B no gira. La deformada tendria la forma:




-172-

La viga apoyada y empotrada la tenemos en la tabla T38-1 -

{monografia 100 del ITCC).
2

Tenemos: 2
ol b >’ A 3
; YC = P-@;EZL (3 -%%) = 3.——2'(3-' ‘é") = 0,553 t,
’ 24 2,8
Q 3
= Bl T o= ~—)|= 2, 447 t.
vp = 31 753G ) :
VA. = YC
En la viga continua, sera:
iy & 3,552 L
TR
Vg = 2.2,447 = 4,894 ¢t

Y

22. Calcular las reacciones en la viga adjunta:

' 7 IP o e O
f}? L 7}& ‘ Dz z,éi

M

e 4
Tr, »

Re

Cortamos la viga por el apoyo intermedio y la dividimos en
dos vigas simplemente apoyadas.

I. Reacciones: B2
e A ] \rr s

P 5 + M™ + Pz,c, 0?

L

2 B‘) : R.E Or

’, o 20 + 7 _ - i

Ay e ™ 2 1 '

Pi.



II, Reacciones:

: -M' + M -RLZ =0]

M (B wE o 2

Fay VA -M' + M+ R, =0]

I & ag :

) TRE = 193 gy AT AN
: Tt st

Ry=-—[-M +M]

Desconocemos el valer de M’.

Para calcularlo, igualamos el giroc en el extremo B en am -

bas vigas simplemente apoyadas.

, |
T) 8 p2° 4 M2t P = Mg
‘”B“KlEI 3ET  16F1I " 3 EY

1I) My M’

2 1
W kg
Sustituyendo M’ en los valores de R R, Ry y )
2 2 Y 3
las reac iones; no olvidando que: .
e 4 r
RZ R2 + RS
o T
23, Calcular las reacciones de la viga adjunta:
} a IP{on iTPH.‘mr
“* %’ é i
+ } ; 4

Lap

tenemos
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Separamos losg tramos:

*a_t_P Mg g ton/ml. Me

M M Me
A #%D ( B c ‘) (@; n% _
TRAE; wt TRBA IRBC IRE‘B Tch TR pe

—

Célculo de reacciones y giros isostiticos (Ver tablas de To-
rroja, monografia 100).

N a — Pa. )

R = p(l- ) R N
AB LAB B L

ﬁ ) q IJBC :E_i B q IJBC
BC 2 £s T 2
en = Fpg =P

Para el calculo de los giros Basté.ré. en las tablas T 35.L dg_
rivar de las flechas:

P
iy B~ el a)(2aL, a’)
, AB”
A o L, B AB”
R A P -, 2 2
© = (L,,-a)
B|, 6L, EI' AB
3
Y S R
¥4 - 24 EI
B T
- . 9L
C 24 EI
A
- D S -
= W =
0 ~ 0
¢ D

Todos estos valores los podemos calcular funcidén de los dg_'-
tos del problema..

Podemos poner entonces que como se ha de verificar que:



X B
(JJB] T (J)B J
B S
T e
= - B
. 8 Mo Lin o, 1B MB bac Mebpo
B| 3 BT B B[ " 3EI = 6 EI
B c
.C .
N M e an +MB°LBC_ A Y Uen
Ci' 3 EI 6 EI C | 3 EI
5 C D

Este sistema de dos ecuaciones con 2 incGgnitas MB y MC'

Conocidas M_ vy M_, las reacciones seran:
B C
-M
IR0 T
AT TAB T TABT L o
M,
o B
R_,=R_,+ —=
BA BA L
AB L R =R, +R .
M_ -M _
- T - .
BETUBET T L J
R B + “5c
CB  ~CB Licype
. 5 M Re *Rep Y Bep
Co Ten T L
CD
~ MC
B_=R = R o Er——

5-2, UTILIZACION DE 1.OS ABACOS, - En la publicacién na-
mero 100 del ITCC, en los abacos 39-1,2,3 y 4 estin dibu
jadas las lineas de influencia de momentos flectores en los cen
tros de los tramos y en los apoyos comunes a dos tramos para
una carga vertical unitaria y positiva moviéndose sobre la vi -
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ga.
Por ejemplo, en el dbaco 39-1:

Si tenemos una carga puntual P que actla a una distancia a
del apoyo izquierdo del t ramo primero’de luz L, calculamos
b= a/l. para este valor ded tenemos un valor de Kl, entonces
el momento flector en el centro de dicho tramo primero sera
igual a PL, Kl-"-

Si en vez de una carga puntual, tenemos varias P, hacemos
la misma operacién para cada una de ellas independientemente
de las demas v el momento buscade es la suma con su signode
los momentos flectores que producen cada una de las fuerzas.

Si tenemos una carga uniformemente repartida a le largode
un tramo hemos de multiplicar pL.~ por el coeficiente que den
las tablas que acompafian a los &dbaces,

-~
24, Calcular el momento flector en el centro del tramo AB,
cuando sobre la viga actian las cargas de la figura.

; 4 3 Ton ! . _+—+3m
—rﬂ,-— ) #'—"—t 2 Ton. 1 {Ton
D § ‘

£ ¥ ) | w |
i ' 1 "
fom. e 10 m. -+
Momento {lector en D debido a la carga PI = 3 ton
5= 222120,10 K=-0,035 M_=-3.10.0,035=-1,05
erLTm T M 5 T
- mT,
Momento flector en D debido a la carga PZ= - 2 ton,
5=E=—Z:O 20 K. =0,037 M_ =-2.10.0,037=-0, 740 mt
L 10 ' L B L ; )
Momento flector en D debido a la carga P3 =1 Tn,
a 7
d = =— = — L= e = 5 =
T =10 =0,7 I’l 0,035 MD 1.16. 0,035 = 0, 35 mit,
Momento flectoren D M_=-1,05-0,74+ 0,35=-1,44 mT.

I
o
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2_5‘;Calcula;r el momento en el apoyo B cuando en el tramo CD
actlia una carga uniforme de 5 T/m.,

) : . F tfml.
A B : _ A
L VAN
i c D
4—— 10 m. .}' 10 m. 'IL 10 m. -

En el 4baco 39-2 de la publicacién nim, 100 del ITCC, tene-
mMos: * '
2

M, =pL'K  K=-0,0167 M= - 5,10,(-0,0167)=0, 835 mT.

ay=

26. Calcular las reaciones de los apoyos en la viga continua de

la figura: 2 t/ml

poem T e ]

1 ; |

;E.‘l momento flector en B utilizando la tabla 39-i vale:

M, =pL% 0,125 = - 2.¢% 0,125 = - 9 mT.

Conocido-M - 9 mT calculamos las reacciones como hici- -
mos en el ejemplo 1 del apartade dedicado a vigas continuas).

5.2 Descenso de un apbyo,

; P ' 4
Destaquemos en una viga continua, dos tramos de la misma
gue incidan en el nudo n. '

i g = el
n|:-r Ln It _ in+f
M | B La+r -,L

Si se produce un descensc de apoyos tal como el indicado.

.
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Ampliando el nudo n, tenemos:

) P“ n+i

n

Para establecer la continﬁidad de los tramos en el nudo n; -
tendriamos que:

al 4ngulo girado en el extremo n del tramo n-1,nrestarleel an-~
guloﬁn.

al dngulo girado en el extremo n del tramo n,n+l sumarle el 5_11
gulo Bn+1°

n __ n ) Mnﬂan . MnLn y
“n h an 5 EI 3 Bl n
i | n-1
n+l n+1 MnLn-!-l Mn+1Ln+1
- = fﬂ‘n[ =T 3 Bl 6 EI Bt
n n

Con lo cual ya podemos poner:

n r n+l
W n = w
n~1 o I n
y teniendo en cuenta que:
5 = hn“hn-l ‘_ B hn+1-hn
o o EY 12 - =i
n L!(_1 n+1 Ln-i—l

siendo hi el descenso del nudo 1.

Podemos calcular los momentos y conocidos los momentos,
la reacciones, |

Conocidos ya las reacciones podemos conocer la ley de mo -
mentos flectores.

- . A 2
En algunos casos de descensos de apoyos como tambien en - |
: : -~ . . a . #
los de apoyos elasticos, no es necesario recurrir a la ecuacio”
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de los tres momentos para resolver el problema, nos bastari
(véanse ejemplos) recurrir al artificio de estudiar la pieza -
prescinciendo de un apoyo, calcular la flecha del apoyo quedes
ciende y determinar la reaccidén para que la flecha final sea -
igual al descenso del apoyo.

- -

27. Determinar las reacciones y leyves de esfuerzos que se pro
ducen en una viga continua sobre tres articulaciones pro -
ducidas por un descenso ® de la articulacidn central,

A ——
Al B C

Lo

Aplicamos las ecuaciones teniendo en cuenta que al no haber
solicitacién exterior se cumple que: '

~ |m - n
mnj & 0

n-1 mn R

n+l

Por otra parte por ser A y C extremoes de viga :

MA - Mn-l =0 Mc: Mn+1 =%
Ademés:
TR SN I X
n L1 i n+l LZ

Tendremos por tanto:
M. L i M L
1 o)
38 L, T 2Bl 4

siendo M el momento en B,
1 1 M
o(— + } =
4 3 EI
Ll : 4 > |

(Ll-i-l L)
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3 EIS

LILZ

M =

Una vez determinado el momento obtenemos facilmente las

reaccmneq: X M _ 3 EIS
C. L, 2
‘2 LILZ
M 3 EI%
R — .
A L &
1 Ll'LZ
M M 3 EIp
R .z« — + —}) = - il + 1)
2
B gl gt ke €
1" 2~
I.as leyes de esfuerzos, se:j,'in, por fanto:
Cortantes: <
iem i
] . ‘
[ |
| | [
| | |
| o, |
) |
Flectores: | M :
=

-

(0

28, Una viga sobre tres apoyos equidistantes esta sometida a
la accién de una carga uniformemente repartida de inten -
sidad q. Hallar la reaccién en el apoyo central si éste, por
la accidn de la carga, cede y desciende una cantidad o ,

g im fm;'.

/ ' ' 3

.

=y
gy

—lknb o
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Veamos cuil seria el descenso de la viga ABC si quitisemos
el apoyo B.

T 4 J,‘¢ v En la tabla T. 35.1 monografial00
5 3
r 3_/% , .. a5.(%)
| 384 EI

Si ahora suponemos una viga biapoyada de longitud 2/ con
una fuerza en el centro del vano que produzca un corrimiento -
del punto medio de la viga igual y de signo contrario al A, esa

fuerza seria la reaccidn en el apoyo B si este no hubiera des -
cendido una cantidad ©.

. 2 X N
La verdadera reaccidn seria aquella fuerza que produjera un
corrimiento hacia arriba del centro de la viga, de valor A- 3.

_ : _ En la tabla T, 35-1, tenemos:
| A s -
(22)

A 48 EI

48 F1 . 5w (2,‘,’)‘1 5]
(2£)3 384 EI

F

=

29, Determinar la reaccidn de la viga ABC apoyada sobre tres
pontones, si el drea de la seccién recta de cada pontén es
A y el peso por unidad de volumen del agua es ¥ ,

\ E-;E_jE:: = == — %
— 4 s

Vamos a prescindir del apoyo C. La flecha producida en el
punto C de la viga AB por la carga P consta de dos partes:

12, Flecha debida a la flexidén de la viga, (T, 35.1, monografia
100),
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by ® .,
‘ o & {TVL

iy
[
1
8]
R

' Px T 2 N T P
£ s . Ll il BT » - —— 3L - .,
fe F e (- N0 (L~ C) XZ:L: —{3L. -4C"|

22, Flecha debida al descenso de los pontones A y B,

5i sobre un pontén actila una fuerza F y se hunde debido a
. ella una altura o« quiere decir que:

F

Feg &K laegn, fs @~

T e A
Considerando la viga AB biapoya

da, las reacciones en los apoyos
debidos a P, son :

.
A L
B L
El descenso del pontdn A, sera:
| P T
7y
El descenso del pontdén B, sera:
_P(L-C)/L
o = |
B . Ay
- Luego el descenso de C que esti situado en el punto medio se-
P& | _
[+ A s A 3. C:+ -P(L'C)
« . ATB _ "L L,
C 2 2 AY .~ 2 Ay

El descenso total de C, sera:
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P
C
y=f tom e [31_-4CZJ+2

Ay

Sien la viga AB hac_emos actuar una fuerza en C, esta fuerza
produciréf un corrimiento en C que se compondré de dos partes:

1) Flecha debida a la flexidn: ) sy B
T 48 EI
2) Flecha debida al levantamien
/’—‘N to de los pontones:
L * A5
| T
| F | ¢ 2 Ay
1 -L | ” e
FEl levantamiento total, sera:
3
'L F
= A =
9178 % % T E T T Ay

La diferencia -8 es el descenso verdadero del punto C de-
bido a la reaccién F que sobre &l actia y que serd dicho descen
so igual a F /A, como ya vimos; luego:

: F
Ba b, ="
il YA

Sustituyendo los valores ded y & de esta ecuacign obtenemos
F es decw, la reaccién en C., Conocida la reaccidn en C se cal
cula ficilmente en A v B

.-D“

30, En la viga continua de la figura, calcular las reacciones en
los apoyos sabiendo que los apoyos B yv C han descendido -

una fna.gnitudE:B s 6(3 respectivamente respecto a la hori -
zontal, .

P Kg/ml
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En el nudo B , tenemos:

A A B* T AB

= - —_— e
“B B 3 Bl
B . B gigs Melpg .
B8] " 'B * & BEIL ~ & Ef
& C
Sabi endo que -
: -~ A J.L‘)Ms
mB!B' =0 ; A B _
~ BC (Hummumv) _
e ke -Mg M
B | 24 EI : a/M
= 6B B:a————C-E)B:
LaB Lgc

% Igualando los giros Yp en los tramos AB yv BC, tenemos una

ecruacmn ue nos liga M M il _
q g B Y e MC(A _%
En el nudo C, tenemos: ' ~ 4
B_~ B MBLBC Wl ;
w -— ..
3
C c C ‘C 6 PI EI
o C_= 55(; ‘C : MCLCD+ .
| D D 3 EI
- Como 8
R *
" Lep
3
a B pL__BC
C.}C 24 FEI
= ) L
D D

Igualando los giros we~ en los tramos BC y CD tenemos otra
ecuacién que nos liga a Mg vy M. ,
Entre esas dos ecuaciones despejamos los momentos MB y Me.

Conocidos los momentos el proceso del calculo de las reaccio
nes es ya conocido,
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31, Calcular el descenso del punto C y la reaccidn producida -
por el apoyo eldstico de la figura, cuando actiia en un punto
de ella una fuerza F, F

e
5 S
i

. L'
 Si sustituimos d apoyo elastico por su reaccidn X sobre la vi
ga, tendremos: F
A . £. B

i " i
X

Segun este esquema y ‘utilizando las tablas del Torro_ya (mo-

nografifa 100, pag. 36) el descenso del punto C sera:

2 2 2 2

y = <= (1-£)(2 Ld-d%a px. 2—(L-a)

Este descenso y de] punto C tiene que ser igual que el acor-
tamiento producido en el resorte eldstico por la reaccidn X,

"~ Este acortamiento valdra:

k

siendo k la constante del resorte. Igualando este valor al de y,
obtenemos:

a g Z 3
X =
_ a2' 2 1
3 La) - §

Conocida x el descenso del punto C serd como sabemos,
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6-1. - LINEA DE INFLUENCIA. - 6-2. CARGAS MOYVILES.

-0=

6-1, - DETERMINACION DE LINEAS DE INFLUENCIA, - Elmé-
todo se basa en el teorema de reciprocidad, demostrado
en el Torroja {Monografia 71, ap. 29).

- » -~
Si sebre una viga apoyada, MN, actia en la rebanada a una
fuerza que vamos a llamar Jg, la viga habri experimentadouna

Jo?
I
M a. 6: N
w
|
I
M . b N
g i
Ma, |

| : . ;

deformacidn y, en particular, la rebandda b habrd sufridounco
‘rrimiento Ir% ("corrimiento en la rebanada b debido a la fuerza
IH) =5
. : II
Si en lugar de esto, hubiese actuado la fuerza J, en la reba -
nada b (figura adjunta), el corrimiento de a como consecuencia
del nuevo estado de carga II, seria mli s
- Entonces, el teorema de reciprocidad nos dice que se.cumple
la igualdad:

c T H g i
J'aema —.Tb.,mb

o, de otra forma, que el trabajo realizado por la fuerza JE{, al
aplicar sobre la viga la fuerza JH, es igual al trabajo realizado

1 3 " b’
por Jb al actuar J_',

Cuando en lugar de actuar sobre la estruc tura una Gnicafuer



-18'}'-

za, Como en este caso, se tratasen de dos grupos de fuerzas
v momentos Ji 4 J{;I la expresién del teorema seria:
I1 IT I

I
EJa ma -EJb . mb

Si alguna de las cargas que actlan sobre la estructura se mo
viese a lo largo de su directriz, se puede determinar, por el
método de la linea de influencia, las variaciones que dicha car
ga, al moverse, producird en alguna caracteristica (reaccidn
de apoyo, esfuerzos o movimientos en una rebanada) de una -
seccidon determinada de la estructura; como consecuencia, se
podra conocer la posicién de la carga mdvil mis desfavorable,
para la seccién que estamos considerando, es decir, aquella -
posicién que nos produzca un maximo en el valor de la carac-
‘teristica que estudiamos. L

La linea de Inflaencia es, por lo tanto, la linea, cuyas orde
nadas medidas sobre el eje de la pieza, representan los valo-
res de un determinado esfuerzo ¢ movimiento en una seccidn,
producida por un influjo unidad, que se va moviendo a lo largo
de la pieza,.

' Hay que sefialar, pues, que la linea de influencia:

-Se refiere a una seccidén determinada, y asi el enunciado -

del problema dird: "Determinar para la seccién X..,'.

-Se refiere a un determinade esfuerzo o movimiento en di-
e - - o ' \
cha seccion, y asi podremos determinar la linea de influencia
de una reaccidén en un apoyo, o de un esfuerzo (momento flec-
tor o esfuerzo cortante) o de un movimiento (giro o corrimien
. . =
to) en la seccidn considerada.

- Se determina para un influje unidad (fuerza o momento), -
que se mueve sobre la directriz de la pieza,

Tres tipos distintos de problemas se nos pueden presentar:

A.) Determinacidn de la linea de Influencia de un movimiento
(giro o corrimiento).

Si, por ejemplo, queremos determinar la I, de I. del corri
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miento en la seccidn b debido a una fuerza vertical unitaria, por
el teorema de reciprocidad nos bastara con calcular la elastica
o deformada de la pieza para una fuerza vertical actuando enla
- seccidn b que estamos considerando, pues si en la f_érmula ha -

cemos JI = JH 1, resulta que:
4 A ¢

ma = ml}

lo que quiere decir que la flecha en b debida a JEIi, que es lo que
estamos buscando, es igual que la producida en a por Jily, por
lo'tanto, el corrimiento de b, cualquiera que sea el punto sobre -
el que actia JI , coincidira con la ordenada en ese punto de la

_ elastica de la fuerza JII =1 aphcada en b,

b
Ja.I IJaI Jb =1

|
|
| |
= 1° 2y b
d| de

La figura es, @ues, la 1linea de influencia del corrimiento en
la rebanada b debido a la fuerza vertical Jit =1 que se mueve SO
bre la viga, Tas magnitudes d; y d2 son las flechas que se pro-
ducirin en b cuando la fuerza JI =17 esté ‘aplicada en las seccio-
nes 1 y 2 respectivamente. -

-()=
' 1. . La linea de influencia del giro en la seccwn b debido a una -
fuerza vertical en la viga de la figura,

Punia de inflexién

E -
vV, -
la \ ==

X 2
En este caso a J-a =1y queremos determinar el giro @b (gi -
ra en b debido a la fuerza I).

Por lo tanto, la linea de influencia pedida coincidiri con la
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11 g
eldstida del momento Mb = 1 aplicada en b, pues:

I 11 II i,
(I, =1) Yo = (Mb _1).wb
v :wI
a b
-0
2, En la viga de la figura determinar la linea de influencia de
los giros y de las flechas en la seccién b debido a una fuer-
za vertical,

; : B | i o
La linea de influencia de los giros coincide con la elasticade
un momento M =1 aplicado en b. =

N ; b : .
La linea de influencia de la echa serd la eldstica de una fuer
za F =1 aplicada en b. i ,
w
_O._- n

3. Trazar la linea de influencia del corrimiento vertical del ex
tremo C, cuando sobre la viga actlia un influjo J =1,
X

: Jx = winflujo que actﬁa en la rebanada de abscisa x.

It
A B c
£ o5
- ) '!!' K. ‘}fl -
La linea ;c[:le influencia coincide con la elastica producida por
influjo J= =1,
un in lgjo £ | lJCI
E: —
La eldsticad tiene la forma en trazos.
-l-yi P
'y =
] o
Xq : “"-\
+—— N
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Cuando el influjo JII actia en x = % la flecha en C seri vy

-

4, Trazar la linea de influencia del giro en la rebanada D. de-

bida a un influjo JJI{I =1,

£ Ko
.

N C
: I

El giro en D cuando JH - I, actie en x = %y valdrd ¥y
LR H i ri II _— il a it s 3]
) D | ik Ecoll N X =X, Yoo
Vemos que el primer giro es de valor negativo y el segundo
positivo, : :

._0-'

5. Linea de influencia de flechas en la rebanada A debidas a -
una carga unitaria ¥ que se mueve schre las vigas represen
tadas, '

s
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En la viga a cuando F =1 estd en la posicién indicada en lafi
gura la flecha en la rebanada A sera 3.1 Si F = P la flecha se

ra PY]_
== :
5, En las vigas del ejemplo 5 dibujar la linea de influencia de
los giros en la rebanada A. e :

-0 =

6-1., Hemos visto hasta ahora las lineas de influencia de flechas

y giros en una determinada seccién, debidas a una fuerza -
vertical unitaria., En este caso vimos que la linea de influencia
coincidirad con la eldstica, No ocurre lo mismo si queremos de
terminar la linea de influencia de flechas y giros en una seccidn
debida a un momento unitario que se mueve scbre la viga, en es
te caso hemos de recurrir a un procedimiento ana11t1co Yy nues-
tra linea de influencia no serd la eldstica como ocurria en el -.
primer caso sino la derivada de dicha elastica,

=P

t. La lmea de influencia de la ilecha en A cuando sobre la viga

actua un momento unitario,
.—..‘

Podemos poner: ’%% ’ 5

(M -]. DJ —(F I-+ CJJII.‘:VI
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La elastlca de la viga debida a la fuerza Fg = 1 aplicada en

la seccidn es:

La ecuacién de la eldstica (Ver tabla T 35.1 del nim. 100),

es: FII

© iy
- Entreoya i ¥E= J;; (1- %}{fo 4= X8 -x3_)_
| o . S -
¥ i
A -
- Entreayyg ; y=- TR (1 _3;—)(2;; X-a =X ),

Fa . .
Por tanto, la linea de influencia sera:

| "y
s [ H2ra - a"-3x")

-_Eritret_:)_yg_ ;3 Y = o

. . ]
- Entreavy ¢ T Rt EI ——[(1- }(28 -Zx)-%(ﬂx—a -xZ)J

- -
8. Lhnea de influencia del giro A cua.ndo sobre la viga del ejem
plo anterior actda un mpmento unitario.

Podemos poner: =

I
(= 1) oT= el =1 o]
IE_ S
p Yy I _
. La elasta.ca de la viga ‘debida a un momento M, =1 actuanda
en la seccién A es:

T
Ly
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La ecuacidn de dicha elistica es para el tramo (o, a):

_ 2 2
V= - M_G)_ET‘(GJ La-3a «2L —XZ)

y la curva que buscamos, serd para este intervalo:

M
v'= « 6. EIL

Andlogamente calculariamos para el intervalo (a, £},

2 2 2.
(6 La=3a «21; -3% )

STy
9, Construir la linea de influencia de la flecha en la rebanada
A de la viga MN cuando sobre la viga BC actfia una fuerzaver
tical FI = 1, .
bs
F o=l

X
S

B.]L
5
|

e &

ﬁ&mw QA' Sy N
La{ s
1 1 T

I 15 : | :
Cuando F_ actila @ una distancia x del apoyo B la reaccién del
apoyo C, sc}fbre la viga BC, es una fuerza Fl dirigida hacia arri

ba de valor: ¥l x
Fow X _ X
1 a+ ¢ atc

Por tanto, la accidn de la viga BC sobre la MN es una fuerza
vertical aplicada en A y dirigida hacia abajo de valor:

La flecha que se produce en la rebanada A por la actuacién de
una fuerza F es {ver tabla T 35-1 del nim, 100),

.Y
Como £ =a + F g5 i
b vy el tenemos
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| 5" g
X f—
Ya" 38R ° (a+b)(at+c) Gtk

Es decir, la linea de influencia es una recta,

' ' 4 ‘ . P ;
6-1, Determinacién de la linea de Influencia de una reaccion de
apoyo (reaccién vertical o momento de empotramiento),

El teorema de reciprocidad
w = nos va a permitir también re-
Fg =t ducir este problema al de de -

Z T A,terminacién de una elastica.

S % 3 Rom #% ~ Supongamos que QUeremos co
nocer la linea de influencia de
la reaccién vertical en el apo -

yo A de la v1ga representada en la figura debida a una fuerzaver

tical unidad (FIIJI _ 1)0

El principio de superposicién nos permite escribir que el es-
tado principal (el de la figura adjunta) es igual a la suma de los
dos estados siguientes:

I
I ' RAl

B
I
1
i

(1)

A estos dos estados (I) y (II) aplicamos el téorema de recipro
cidad 'y resulta que:
RII rnH T I
A" " "B " B
y teniendo en cuenta, que en el estado final el corrimien to del -

punto A tiene que ser nulo, pues estd unido al apoyo, que no se
muéve, se ha de cumplir que:
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O | S S
mA mA— . oo A—‘ A

y, entonces, de la expresién anterior resulta que, comoFB:: L;

. mI

. B
A > 3

S

Estamos siguiendo en todala notacidén del Torroja; a la reac-
cién en A ge le denomina RII por estar producida por el Estado
II de cargas en la seccién A,

La expresidn obtenida nos indica que la deformada del estado
I viene a ser una representacién de la linea de influencia de 1la
rlef.ccié‘n RE , pues sus ordenadas ﬁmltiplicadas por el factor
representan los valores de RA .

I
A

Para determinar, entonces, la linea de influencia de una reac-
ciébn de apoyo hay que liberar la coaccidn de apoyo y, después, -
obtener la eldstica de la estructura por la accién de un influjo, -
correlativo de la coaccidn que se ha eliminado y de valor cual- -
quiera, El valor del influjo es indiferente, porque los movimien-
tos estin en proporcién directa con las fuerzas que los produce -
(los movimientos producidos por una fuerza 2x, son dobles que
los debidos a una fuerza x) y, entonces, el cociente

I I
serd siempre el inismo, cualquiera que sea el valor del influjo,

Los signos de los movimientos y de las reacciones son los del
Torroja: positivos si van hacia arriba y negativos en caso contra
rio, '

Si quisiéramos determinar la linea de influencia para la actua-

. & 5 2l u 4 .
cion de un momento unidad, repitiendo el razonamiento, obten- -

o . - . i % . .
driamos dicha linea de influencia como derivada de la eldsticain
dicada anteriormente.,

10, Linea de influencia de las reacciones en los apoyos debidas a
una fuerza F = 1 que se mueve sobre ellas:
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. DE Ry
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/'I"\Lﬂi Ry

11, Determinar la linea de influencia del momento de empotra-
miento debido a una fuerza vertical unidad en las siguientes
estructuras:

a) % | . -

Al quitar la coaccidn resulta:

e

b)

Ag Ko} <%

Quitando la coaccidn que impide el giro en A, resulta:

NN

7Y

12, Linea de influencia de las reacciones en B y D debidas a la
actuaciéon de una fuerza vertical unidad,

|

e
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13. Determinar la linea de influencia del esfuerzo en el puntal
CD del apoyo de la viga horizontal AB de la figura, debida
a la actuacion de una fuerza vertical unidad. (Las dimen -
siones de las articulaciones son despreciables),

L X F={

N
Tomando momentos en A,
a.R, sena = xF ;

xF
B
a send

Como F =1; a, senqg= constante, tenemos:

Rz'—l-sz.x
e

Es decir, la linea de influencia es una recta,
S

14, Construir la linea de influencia de los esfuerzos originados,

en las barras AF, BE y BD, debidas a la actuacidn de una
fuerza vertical unidad:

-
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Tomando momentos en A:

-F.x+bR cosc‘i+bRB ,cosc=0

BE ° D

Como Ry . =R, ya que ha de verificarse el equilibrio de -
las fuerzas horizontales.
Tenemos: F =25 RBE —_
X
RBE‘RBD_Zbcosrx R a2

es decir, la linea de influencia sera una recta.
Para determinar la linea de influencia en la barra AF, toma
remos momentos en B.
R ”
AR

Rap = bt;' = que también es otra recta.

b =F (b-x) por tanto,

=0 =
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15, Construir la linea de influencia de las reacciones en A, B y
C en el sistema de la figura, para la actuacién de una car-
ga vertical unidad:

b
Cuando F estd a una distancia x del apoyo c, la reaccidén en
E es F_ hacia arriba; luego sobre la viga AB actuara una fuer-

za Fl Lacia abajo.

A

; a
Tomando momentos en A; (a+b). RB—jr"l. a; Ry =—=F,
Tomando momentos en B; (atb) R ,=F .b; R gl F
A1 TA  atb 1

Para determinar F1 consideremos la viga CD,
F=1

C E /8

o T2

e .

Tomando momentos en C.

(atc) F, = F.x F = s
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Tomando momentos en E.

F {atc-x) = Rc(a+c) ; Rczﬂaiﬂ =] - : -:-{c
que nos representa la linea de influencia de R..
Las de RA y RB las detgrminamos sin mas que sustituir Fl
a X
Rp"2+b  a+c
S - SOV S
A a+h a+tec

Todas ellas son lineales en x, y por tante, rectas.

-0-

16, Linea de influencia de la reaccidn en el rodillode la figura
debida a una fuerza vertical (F = 1),

I |
§ o

it
1

Este estado real se puede descomponer en la suma delas dos
vigas siguientes:

| F=

'

solls

P

X

a

P

,T_
5

Ly ]tn 4 - +
(1) ()
El corrimiento del punto P como perteneciente a la viga (I)
es (ver Torroja, monografia 100, pag. 31).

3
VI = I::c2 Slex + R Ll
P 6 EI 3 Bl

el corrimiento de P como perteneciente a la viga (II) es: (pagi
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na 36 de la monografia 100).

5 e a 2
Ve =B Hay Lz(Lz'a)

Como el descenso de P debe ser el mismo de las dos vigas:

de aqm podremos despejar el valor de R que resulta:

> 3L1x

b S 2 EIL

3 2
i a 2
3EL T 3 EIL, (L,-a )

B

por tanto, la ecuacidén de la elidstica, es:
2z
Re=X¥ (3L1-x)

FU e i, et de tercer grado con tangente horlzontal en el
orlgen, por tanto, su representacmn graf1ca sera:

-
>
o |
i I
I

BB Siomausmsencanenr |

6-1. Determinacidon de la linea de influencia de un esfuerzo (mo
mento flector, esfuerzo cortante o esfuerzo axil).

WIHHHH777

Este caso es andlogo al de determinacién de la Linea de In
fluencia de una reaccién de apoyo.

Para determinar, por ejemplo,
la linea de influencia del mo -
mento flector, en la seccidn
gy A, debido a la fuerza FII =1,
i estableceremos una articula -
cion en A que permita el giro
relativo de los bordes de la -
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§ ﬂ g seccidn -y, entonces, el esta-
do real (el de la figura adjunta)
-
- sera suma de los dos estados,
siguientes:

ARTICULACION EN A

 En el estado I actian como fuerza exterior un par de momen
tos M tales que produzcan un giro relativo de los bordes dela
~ seccion A que anule el giro correspondiente al estado (II). Es
decir,

El teoema de la reciprocidad para los estados (I) y (II) mos

da I 1 II 11 IT I
| FB,mBZMA,wA'=-MAGwA

y mI

i B

A ¥

A

Yy, por un razonamiento idéntico al hecho en la determinaciénde
la linea de influencia de una reaccidn de apoyo, se llega a que -
la eldstica de la pieza con una articulacién en A y con una pare-
ja de momentos de valor cwmlquiera como fuerza exterior viene
a ger una representacidén de la linea de influencia de momentos
flectores en la seccidn A,

Si, continuando con el mismo ejemplo, en lugar de buscarla
Linea de Influencia del momento flector quisiéramos conocer -
la 1inea de influencia del esfuerzo cortante en la misma seccidn
A, sustituirfamos la articulacién por un dispositivo que permi
ta el corrimiento relativo de los bordes de la seccién perpendi-
_ cularmente a la directriz, pero que no permita el giro relativo.
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Este dispositivo es el indicado en la figura.

Aplicando el teorema de la reciprocidad como en el caso an-
terior, podremos obtener la linea de influencia a partir de la
elastica de la pieza sometida a un par de fuerzas aplicadas en
la seccidn A (en la que supondremos colocado el mecanismo in
dicado),

-
En este caso las dos tangentes a la eldstica, en la seccidén A
que estamos considerando son paralelas.

- Anidlogamente obtendriamos las lfn.e:awde influencia para cor -
tantes y flectores por la accién de un momento unidad, como -
las &erivadas_de las curvas eldsticas correspondientes.
o .
17. Dibujar la linea de influencia del esfuerzo cortante y del mo
mento flector en la seccidén C y en el apoyo B de la viga de
la figura; para la actuacién de una fuerza vertical unidad.

B : .
PaN ' x -

Linea de influencia del esfuerzo cortante en C,
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-~ ; i =
Linea de influencia del esfuerzo cortante en B, Como en B
; . A . . .
hay una reaccion, y por tanto, una discontinuidad del cortante,
- ® .
tendremos dos lineas de influencia.

- Para el esfuerzo cortante a la derecha de B.

AS Eony:

- Para el esfuerzo cortante a la izquierda de B,

B

IL.inea de influencia del momento flector en C,

Linea de influencia del momento flector en B.

& ;

18. En la viga de la figura determinar las lineas de influencia
del esfuerzo cortante y momento flector en los puntos M, N
y S por la actuacidén de una fuerza vertical unidad,

?

pas ' T &
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LINEA DE I. DE ESFUERZIODS CORTANTES.

N

5

EN M.

EN S.

\

O

LINEA DE I. DF MOMENTOS FLECTORES.

EN M.

Q
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19, Dibujar la linea de influencia del esfuerzo cortante v del
momento flector en la rebanada C de la viga de la figura,
para la actuacién de una fuerza vertical unidad,

, .
a

L.DEI DEL ESFUERZO CORTANTE

La langente 7 la corva A C'en C' es paralelz @ Iz rects 3.

L.DE I DEL MOMENTO FLECTOR.

20, Resolver el problema andlogo al anterior para la seccmnE
de la viga de la figura.

N E B c

L.DE I. DEL ESFUERZO CORTANTE.

Z
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21, - Determinar grificamente la linea de influencia del momen
to flector vy de la reaccién en el apoyc B de la viga indica-
da en la figura, para la actuacién de una carga vertical uni
dad,

A 8 C D

L.DE DEL MOMENTO FLECTOR.

M

L.DEI.DE LA REACCION EN "B"

s . t"..
6~-2. Trenes de carga en vigas isostiticas.

Sea la viga isostatica de la figura'y una carga P aplicada en
en punto M. Si la carga es fija, la ley de momentos flectores -
viene dada por la linea quebra

i

P da ANB y el momento maximo
que se produce en la viga estd
W oy ¥ ’/;% mtuado)en el punto M y SU'I. va-
A = ] Pl lo esfta dado por la magnitud
o MN,
N

- Cuando la carga es movil la
ley de momentos flectores adop
ta las formas 1, 2, 3... para las distintas posiciones de la car-
gal, 2,3..., y el maximo momento flector que puede aparecer
en un punto M, corresponde al instante en que la posicién de la -
carga es la de estar situada sobre ese punto, |

El maximo momento flector que se produce en toda la viga -
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e - -
con la carga movil P, esta -
en el punto medio y vale:

Pl
4

Supongamos ahora un tren

de varias cargas P1 P2P3P4

aplicadas sobre la viga isos-
taitica. Estudiemoselcasoen
que el tren estd fijo,

: Las leyes de M, aisladas por
ﬂl P, iF}, s 3 cada carga vienen dadas por
;;“__- S L e ros ______:,__ﬂ_,agm las lineas quebradas A NyB,
NRE3ITe TR R e e L
NS m o #7  ANGB, etc., y por superpo-
% & o i N r 4 sicién de efectos, la lev to -
N “l"-. -7 AR o -
X, ‘: L :I L tal de My vienen dadas porla
N = Fid ,
S T suma de ordenadas de cada -
i s . .
N ! ’,Jf ley parcial, y el maximo ab-
'-..q______j.."

soluto N, coincide con la 1li-
nea de accién de una de las cargas. (Cosa fdcilmente demostra
ble extendiendo a la linealidad de las leyes parciales).

Posicién del tren para la cual el M; en un punto M es maximo.

B P Sea ALB la linea de influen-

P B cia del My en M cuando- una
l i carga unidad se desplaza por
My M la viga, El momento que en M

“E‘-\.
e ™
r e

s
"-\\
T
T

| m# produce la carga P, conside-
ki ~ . "

| . rada aislada viene dado por:
|

-
o

<
. .P4,(L4M4)_

I

]

I

I

i

:
“{,1;4
g,

& '

| S _
'y andlogamente los correspondientes a P3,P2,P1 por expresio=
nes similares:

B L, M), B, 00 ety 4 us

v el momento total debido a la superposicién de efectos de to-
das las cargas sera la suma:

My = P, (L, M, )+P

5 (M3L3)+. ; .+P1(M1L1)

4 3
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La posicidn deltrenparala cual esta suma es maxima secal-
cula en la forma siguiente: Se disponen las lineas de influencia
multiplicando sus ordenadas por cada Pj v desfasandolas, en
sentido contrario al de avance de las fuerzas, en magnitudes -
r. iguales a la separacién entre estas (fig. adjunta) de forma -
' que la ley ANB corres -
ponda, por ejemple,ala
fuerza Py.

Se suman ordenadas y

asi se obtiene la quebra
da AN;C que nos determi
na el punto M; correspon
diente al eje de Py, que-
dando asi determinada la
posicion del tren que pro
duce en el punto M el ma-
% ximo momento flector, -
cuyo valor viene dado por

MlNld

Como todo el tren de;cargas debe permanecer dentro delavi
ga, la quebrada es Ginicamente valida entre los puntos Sv T; -
‘por tanto debemos determinar el maximo comprendido en dicho

=

intervalo,

Otro problema surge en trenes de cargas:De las secciones que
en cada instante ocupa la carga P2 (& Pi) ;Cual es la que tiene
P _ momento flector maxime?

P
: P, Para estudiarlo sustituya

di]l | P .
mos las fuerzas por su re-
sultante, v calculamos las
*a reacciones Rl 4 RZ“

R Tomemos momentos dorsa-
les en el punto donde actia

Ry e PZ'

o _ 5 o R (I.J - X = 'E)
MZ— - [-— Rlx + Pldlj pero RI = T

luego:
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s, w BARCEEE) s g

i L 11

> -
Cuando Mz es maximo

M,
dx
derivando y despejando:
Ty
T2

Es decir: el punto medio del segmento "e' coincide con él -
punto medio de la viga. '

Maximo momento flector que se produce en la viga, - El méxi-
mo M coincidira con el punto de aplicacidén de un eje. Por el
procedimiento anterior calculamos los respectivos maximos -
que se producen bajo los ejes de 1::1, Py, P3, P4, v los puntos
en los que estan situados estos maximos., El mayor de todos -
ellos, serd el maximo M, que se produce en la viga,

- O

22, Determinar el momento flector maximo que se produce en
la rebanada M de la viga de la figura por la actuacién del
tren de cargas indicado,

2P " 2p
L
A M B
A E r
| t 21/, f L,
s %

Como sabemos que el momento flector maximo en una reba
nada se produce cuando una de las cargas esta situada encima
de ella, el procedimiento m&s rapido de resolucidn es tantear
las tres posibilidades que tenemos en nuestro caso:

1 - Carga de la derecha, encima de M,



(D) Mou =T

RB.L = B,
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2- Carga del centro encima de M,

3 - Carga de la izquierda encima de

138, o,  BEP
24 ° B 24
L _ 65 PL
3 72

H..L=5P, 2;4 Ry -—1%—3
Mim = Rpe I"E"‘ - '8.11: 6'2.'2PL
M,
RA.'L 5P. —Z‘r’—j‘—; Rﬁzg—%—-f
M, = R, 23—1_‘ i 507?,

_ Luego el méaximo momento flector se produce cuando la car-
ga de la derecha estd gituada encima de M y su valor es

C

%

65 PL

T2

o™
23. Determinar el méximo esfuerzo cortante que se produce en
la rebanada C de la viga de la figura, por la actuacidn de -

S

7

i/P»

B
%é’#

+ %l

b
4
M

una sobrecarga uniforme p
de longitud L/4 que se des-
plaza libremente por la vi -
ga.

Sabemos que la linea de in-
fluencia del Q en C es la de
la figura.

Para una carga P uniforme-
mente distribuida en 2/4=DC
el cortante vale el area

DNMC X P
MC 2/3 5, 5
B ol BT L T

3
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¢ 12, 53 13 Py
Px Area DNMC= 2[3+12 e

Si la carga estid en CD el
cortante es:

Px Area CD’N’M’

ran M el
= T
o Pk s AT bl
Q=g slytpk
5
96 TF

. Como vemos la posicién mis desfavorable es cuando la car-
ga estd situada en el tramo CD. Cualquier otra posicién produ
ce un cortante menor, ya que las dreas situadas por debajo del

eje de la viga son negativas.

24, Determinar el maximo momento flector que se produce en
la seccidén central de la viga indicada en la figura.sometida
a una sobrecarga uniforme P, que puede variar a lo largo
de la viga, tanto en longitud como en posicidn,

PR
T ;
P |
4 ———% %

La 11nea de influencia correspondiente al momento flector en
la seccidén central es la indicada en la figura.

S

- El maximo M; positivo se produce cuando esté cargado el tra-

e IO IHHHQ:

(D) , Mfc'—"eLLi
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- El maximo momento flector negativo se produce cuando es -
tén cargados totalmente los dos voladizos.

i WY

2
(0) e = 7655

Por tanto, el maximo momento se produce en este caso, sien
do negativo y de valor >

Z Pl
9

25, Determinar el momento flector maximo absoluto en la viga

indicad la fi "
1_11 1cada en la tigura, 2P

Para el sistema de cargas dado, la resultante (de puntos) es-
t4 a distancia a de 2P, Sabemos que los maximos My se produ-~
cen en las rebanadas donde estin aplicadas las cargas,

Para cada carga es maximo cuando es simétrica respecto al
centro de la pieza con la resultante.

2P |R=P - I- Para la carga 2P :
e_-ég l“fz_x"‘/ﬂ | ‘ Estara aplicada a—1 (4-x) de A,
4
A : |5 El M, en esa rebanada vale

;_-‘-L_L f_.,,P_(u)_

II - Para la carga P,
Estara aplicada a (% -a) de A,
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IR=P El M, en esa rebanada vale:
a—yp-
A ¥ B £ 43
f L |. v e -
€-a 1 Vemos que la posicion mas
] desfavorable del tren de car

( [I) Mp positivo.  gag es la I,

26. Determinar el momento flector maximo absoluto que se pro
duce por la accidn del tren de cargas de la viga indicada en

la figura,
& 2P |

i

B
i

. 1L

La resultante del conjunto de fuerzas vale 2P y estd situada
a una distancia a/2 de la carga izquierda,

Para determinar el My maximo absoluto de la viga determi-
namos cuales son 105 momentos maximos que se producen de-
bajo de cada carga y a qué rebanada corresponden; el maximo

de ellas sera el méaximo absoluto.
B
|
|
I
X
)& C Jf T 1 = ;
Ty o}
[
7, L
-
- . LB {ib

l- Carga de la izquierda:

IR,
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pu Mg = R,

2- Carga central:

I **‘H-—%
|
|
L/ 4
2 T
TRA Rg
1. a
Ry L=2P (5 -7)
g b
R =37 (2L - a)
. a P
MfD RB(Z - 4) Pa 8L(2L_a) - Pa
3. Carga de la derecha i |
i
l -
V| e -
|
75‘ 30.4_______1._____3%
i
L/ |
Ra ? ! Rg
' i 3a
RB.L— 2P {—2 - T)
P
= Z1.=3a
ng = )
P 2
MfE B 2 ) L(ZL- 3a)

luego el maximo momento flector se produce en la rebanada C
tiene un valor:
Y 1 X P 2
Mfs .

max, - 8L
- O

(21, -a)
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27. Determinar la reaccion méxima que se produce en el apo -
yo A de la viga indicada en la figura por la actuaciénde una
sobrecarga uniforme P variable a lo largo de 1la viga tanto
en posicion como en longitud,

—‘i“r-»., Y e ]
B D k4 s Y s o = ;
m\"‘--‘h‘rrr#’?ﬁ T H‘-'"-... | ,-"’#’% |

* @ il L l ® ’?’; @ >0 |L ®

"l 'Ir' e 'IL L L L —— L "‘4

- La linea de influencia de la reaccidon en A, es la linea indica-

da de puntos de la figura. La ordenada de esta linea tiene el
valor 1 en A porque cuando la fuerza unitaria estd encima del
.apoyo A la reaccion es 1,

- La maxima reaccidn positiva se produce cuando estdn carga-
dos los tramos (1), (4), (5) v (8).

p P
E I

i ’.

R =P(S+S, +85, +8

o}

g)

Siendo S, el 4rea comprendida entre la linea de influencia yla
viga en el tramo i.

FEn nuestro caso:

Far t}into,
4

R=p,—2—— = 2 pL.

- La maxima reaccién negativa se produce cuando estén carga-
dos los tramos (2), (3), (6) v (7).

P P

(0]
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R=-p[52+53+s6+s,_f]
- I _ _ L
52'53'56'57 T2
R =-2pL

Por tanto, la reaccion maxima vale 2pL y se produce tanto -
en sentido positivo como negativo,

- . ' s g .
- Bs interesante observar el procedimiente rapidisimo que pres
- . [ ¥
tan las lineas de influencia en determinados casos, en el cal-

culo de las reacciones. e

28. Determinar el maximo momento flector en la rebanada cen-
tral de la viga indicada en la figura para el tren de cargas

[53

1

iz
h =N

rh-

——

L

Y R R T .
-

La viga AB recibe las cargas a través de los apoyos 1,2,3, 4
sobre los que apoyan las viguetas 1-2, 2-3, 3-4.

La linea de influencia del momento flector en C debida a una
carga vertical unitaria que se mueve sobre las viguetas es:

siendo d = 3 b,

b es el Mf que se produce en el centro de la viga AB, cuandola
carga unitaria estd en dicho punto.

51, P
s ; =3 % "%

Segiin el procedimiento indicado anteriormente multiplicamos
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las ordenadas de la linea de influencia P y sumamos la linea re
sultante y la igual a ella obtenida desplazandola, la distancia
L/2 que separa las cargas,

La curva obtenida esti referida a la posicién de la carga de-
recha, como el tren de cargas no puede salirse de la viga ADB,
la curva es Unicamente vdlida entre los puntos M y N.

El maximo momento se obtiene cuando la carga de la dere- -
cha estd en cualquier punto del tramo derecho de la vigueta cen
tral; es decir, cuando el tren de cargas esta en cualquier posi-
cion dentro de dicha vigueta,

Su valor es:

Si no hubiéramos puestos las viguetas el maximo momento en
. 7
dicho punto seria:

21,25 PL,

Los problemas_relativos a cargas méviles en vigas hiperes-
titicas, se abordan de idéntica manera; teniendo en cuenta que
no se prestan a cilculos tan simplificados como en vigas isos-
taticas debido a que las lineas de influencia no son rectas co--
mo en las vigas isostaticas,

Por tanto, el problema de cargas moviles en hiperestaticas
se reduce a calcular la expresidén matemaitica de dichas lineas
de influencia, No obstante existen muchos problemas en los que

el conocimiento de la forma de dicha linea es suficiente para re-
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solverlos. i

29. Calcular el maximo momento flector que aparece en el cen
tro del tramo 2 por la accién de una sobrecarga uniforme p
variable a lo largo de la viga tanto en posicién como en lon-

~ gitud ‘
@ @ €) @

i
>, | 7
~ 1.7
L 7 ¥ —L

La linea de influencia es la indicada de puntos en la figura,

L

- El miximo momento flector positivo se produce cuando estén
cargados los tramos (2), (4).

Tomamos como MfrPOSitiVD (I]) |

o | 5

— I

- El miximo momento flector negativo se produce cuando estin
cargados los tramos (1), (3).

P P

A SUHINGNAT a

- Una vez conocidos los casos mas desfavorables de carga, re-
. : ' - -

solviendolos por el teorema de los 3 momentos podriamos de -

terminar cudl es el mayor momento que se produce en C,

En este casoel conocimiento de la forma de la linea de influen.
cia nos permite determinar la posicién mas desfavorable de las

. cargas.

En este caso podemos calcular los momentos utilizando el dba
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co de la linea de influencia de la pag. 53 de la publicacién nd--
mero 100, | |

- Mf positivo:

(U) Mg _= (0,0736 + 0, 0053) pL%= 0,0789 o o

- Mf negati\}o:

| i3 2
(D) Mg = (0,0245 +0,0197) pIf = 0,0442 pL

Por tanto, el momento flector maximo es positivo y vale:

0,0789 pLZ

o
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7-1. - PORTICQOS

7-1,- PORTICOS. - En el cilculo de pérticos tendremos en cuen
ta las siguientes consideraciones:

12. Los acortamientos o alargamientos de las barras por la
accién del esfuerzo axil son despreciables.

22, Los angulos formados por las directrices de las barras -
rigidamente empotradas en un nudo son invariables. Con
esta hipétesis si el nudo experimenta un giro por efecto --

de las cargas aplicadas a la estructura, los angulos {'*-1 --E;.'z
%3 Y% serdn iguales.

38 Cualquier parte de la estructura sometida a las fuerzas
que actian directamente sobre ella y a la reaccién del res
to de la estructura, se encuentra en equilibrio, Por tanto
en cada nudo tendremos:

IM, =M, + M, + M, =0 1
Mi M1+M2+M3 (1)
5F =Q +0Q, +0Of N 4N_+N =0
F- Ql +02+O§~N1+N2 ),
42, 1.os nudos de una estructura segin sea ésta y segin sea
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N tl tipo de cargas aplicadas, pue-
- M den sufrir durante el procesode
- deformacion de la estructura,un
giro alrededor de si niismas, o
e, bien un giro y una traslacion. En
el primer caso la estructura se
- denorina de nudos intraslacio -
—~ N nales y en el segundo, estructu-
M3 Q, N2 ra de nudos traslacionales,

‘ﬁ_-—-“_—— T

A 770
INTRASLACIONAL TRASLACIONAL

Las estructuras de nudos intraslacionales se resuelven ficil-
mente mediante el siguiente esquema: los dnguloes U; que giran -
las directrices de cada barra como consecuencia de las cargas
exteriores aplicadas en ella y de las reacciones del resto de la
pieza, son funcién Gnicamente de dichas cargas y de los momen
tos de reaccidén, por tanto, si el nimero de barras que coinci -
den en un nudo es n, podemos establecer (n-1) ecuaciones inde-
pendientes de igualdad de angulos, que junto con la ecuacidn (1)
de equilibric de momentos; nos proporcionan n ecuaciones. Ex-
presando estas n ecuaciones para todos los nudos obtenemos un
sistema compatible que nos permite calcular todos los momen-
tos de empotramiento de las barras (Véase ejemplos).

En las estructuras traslacionales los giros y traslaciones de
los nudos no son funcién Unicamente de las cargas exteriores
y de los momentos de reaccién, por esto tenemos un mayor ni-
mero de incégnitas; a su vez disponemos de las condiciones im-
puestas por las traslaciones, con lo que obtendremos un nuevo
sistema compatible que nos permitird resolver la estructura. -
(véase ejemplos).
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Es necesario, pues, un criterio que nos permita saber si -

una estructura es o no intraslacional. Daremos algunas reglas
generales,

‘ l l Intraslacionales

-~ - . s .
- Porticos simetricos
5 - s »
con cargas simetricas,

B T P - oy - Porticos cualesqmez:a
con cargas cualesquie
ra coaccionados lateral-
;4 Dm]m] mente,
’ Traslacionales
-_——* ]
5 il - I.os no indicados enlas
reglas anteriores.
l. En la estructura de la figura. Hallar reacciones vy leyes de
Mf, a, N,
p
o V4 L
1 |
D" €
4 B E
h

i s A

Dibujamos la deformacién a estima y ponemos las reaccio -
nes segin el tipo de coaccidn.

De la observacién de la deforma da,bbtenemos:
En B giro nulo Mf

En A giro libre — Mf =0
En G giro del dintel, es el mismo que el giro del soporte.
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FIG. 1

' Coacciones externas—5 — luego hay 2 hiperestaticas, -Vamos

a considerar a estas como XB e YB'

"De la esticica.

=P X =X ;i P.a-XBh—Y£+M =0

Ya s A B B" A
Impongamos la condicién de que el giro en C sea igual en el
soporte que en el dintel, '

""’(f - )

f\‘"ﬂ F1G. 2
¢ 3EI 2  BHEI 4E
. M,h
¢ 38l
FIG.3
e 38 ' J
Mzh . Ml : Mzh i Mlg
T EI. AE 3 T .

Equilibrio del nudo:
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_ _ T
( ) Pa = M+M,= M+ M, " =M, (1 + 37)

Pa
Ml' 3¢°

Pa
Mz'1+ 4h
3¢

M_Ml __i Pa
B 2 2 1+3,€
4h

Del equilibrio del soporte (fig. 3).

Pa

SRR T TR
h(l+—3.._£-

Reacciones.

2

Del dintel (fig. 2). |
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Ley de Q.

+{[ 1+

N

o
= j:_

h\\\ o RRARTT

+1[}
gtémmmm|||4:umumnm

MBI
| i
! M

SRR
x
“i+_+_
=]

=
t

=+

=] Ya
2. Determinar la ley de momentos flectores en el partico de la
figura adjunta.

-

El portigo puede representarse segun la fig. 2.’
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)M M(‘

FIG. 2

R=pcose Tn/ml |

A (a) C )

(5 (k) =

(% B

FlE. 3,

A su vez las dos piezas de la fig. 2 podemos représentarlas
segin la fig, 3 debido a la posibilidad de despreciar el acorta-
miento producido por el esfuerzo axil (proyeccién de las car -
gas P segln la directriz),

Igualando los giros en C:
1 ML

Giro en C debido al momento M~ W = s (fig. 3-b) 5
PL L
Giro en C debido a la carga y al momento ¢, = 1 [ML .-2'- 1 N
R 2 EI” 3 3 8 2
cP1 =Q3
: 2
operando; plL
skt

La ley de momentos flectores es:
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3. Calcular las reacciones y dibﬁjar las leyes de momentos flee
tores y cortantes en la estructura adjunta,

Hacemos la descomposicién que indican las figuras adjuntas
y estudiamos cada viga en particular, prescindiendo de esfuer
208 axiles:

1Tn
3 17m./m.L. [
B )

4
A%_LLJI’J“*“ 'c RI ozﬁlxle._M:O
4 2ms. Ims. _}, B 1
2ms. -RA;. 2+1XZXI-M1=O
- ?m& w B
i+ ]
Ml + 2
1Tn.fm.l. y RB = 5
RAJ( ) 1 Rgx
S , - —_—
LR m
T (1) - R" =1 Tn,
R, R'g B

i Ton..
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R‘BI
/\Hz , ITI)
> Rfl .
e——"a FRWX 2+ M,=0.
B 37
(1) -R X2+ M, =0
RH?
fe—Rpy g = = My/2
f R =M,/2
Ahora hallemos el giro del extremo B en las vigas (I) y (III).
3 2 2
@ ., . 1x2 iy _(_L M1\1m1-2M]
B~ 24 El 3 EI $ 3 /Bl 3 EI
() Lo
B 3 EI

i . 2
Igualando los giros, tenemos la ecuacion:

M, T 1-2M l
3 EI 3 EI "_M3+2M1=15_

Por otra parte, la suma de momentos que concurren en el
nudo B ha de ser nula,. |

oy M < Mg
0) (Caa) (O3 vy -myem -0
~ Mg EM1'M3=M2=1'
De ambas ecuacidnes deducimos:

. _ B

M3+2M1—1‘- M1—3

M M. = 1 f M.= L

3771 T T 373

Entonces:



=i 3

1Tn.

2 ; s
RAY ETn RAx-é TH,
7 : _ =l
RDY = 3 Tn H RDK“‘ 6 Tnu
Leyes de My
. 2
B 2 X
Mf A—Ex— 57 0<x< 2,
i
I =X "'l 3 DE }{51
MfiB
|B 1
i = - 'C:
Mf'D C X ; 0<x< 2
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- Leyes de O
11 , B 2
o‘ sie SiEEg 2,
A 3 - -
| &
= + Q'B”l
B
1
Q!D“_ﬁ
_G_

4, El portigo de la figura sufre un incremento de At2 grados C
sobre la temperatura a la que se verifico su construccién .

N
X
N
N\ 2
N
N
N
%
& B
AN NN
m ¢ ALy
Q S
by |

'

"

|

'

<] |
FEELErSE |
A ' Rt
Lﬂ;___ ' B ——

Estudiar las reacciones y momen-

tos de empotramiento que aparecen

en la sustentacion B, denidas aaquel
efecto, Coeficiente de dilatacion 1i-

neal: k.

Proceso a seguir: Liberaremos el

empotramiento B y dejaremos que

la estructura se dilate sin coaccio-
nes, de forma que el punto B adqui-
rird la posicion B’. Seguidamente -
introduciremos (Fig. 2) los esfuer-
ZOS RH RVM que restituye el punto
B’ a su posicién primitiva By de
forma que el angulo B quede recto.

Para ello lo haremos por etapas
sucesivas, anulando primero el co-

.rrimiento ALy, luego AL y, final--

mente B = 909,

Sean .,fRI-I va fyr los.corrimien-
tos horizontales que producen por

Ry separado los esfuerzos RH RV M. |

Por superposicion de efectos:
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Row <. M 1

- M‘lz fRy +fp +1f,, donde AL =L k.Ate
ol 4 i

y observando las figuras 3.4, y 5 la expresidn anterior, queda

=

-;lez[sl 2t mn] + [9 LZ} +[93L2+ imtn’ s
(B Lol ? Bl fR L2 Y TML ML21
_'-_H—Zl.L +._.£__2_ N _.l_l.,L + —"—"‘"";"L + 21
!_ EI 2" 3EI || 2El "2 ElI 2 EIJ'

Podria objetarse que la deformada de la fig. 4 no es exacta
Y que al tomar la carga Ry, um excentricidad "e' (fig, 6) trae-
ria como consecuencia la aparicién de un momento en A que ha

rfa mayor el giro 9, ademds de introducir en B una flecha hori

B LT T p———

e

zontal adicional., Esto es cierto, pero tanto el giro como lafle-
cha mencionados son infinitésimos de 22 orden respecto a los

| b (T corrimientos que estamos calculan-
_ do y podemos despreciarlos, En los
""""""" casos siguientes surge el mismo pro
Sk blema que ya no mencionaremos,

i gwon f!. £ 4

i son Ry Ry M los corrimientos
- verticales que introducen los esfuer

zos Ry Ry M, andlogamente a antes

-

E

| € " AL, =f +4£. +£
FIG. 6 : "2 Ry Ry M

donde

——— e ——
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ﬁL2=L2,kat9

y de las figuras 7, 8, 9 se deduce que la "expresién anterior,
es:

: Z i # - 2
T e B RN o | P
2T 7L EL - 2| | 3EI§C, TV2HEI

Finalmente, si &RH %RV &) ; son los giros que en el extremo
empotrade del soporte se prﬁJE ucen debido a los esfuerzos Ry,
Ry v M, se tendré: '

g =8 ' + 8 + 9

vy de la inspeccidén de las figuras 10, 11 y~12, resulta:

- ML. ML
o LZRH1+[ Bty 1 2
Il g AT

El 2 = =

— o — o — - ——

9%,
] \
e 1 \
Ry
FiG. 11
‘ Ry
Con las tres ecuaciones planteadas con ingbgnitas RHRV y M

podemos deducir éstas:
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4-bis, - El procedimiento anteriormente expuesto representa
el método general de célculo a seguir en la determina
cion de hiperestiticas; no obstante, en la mayoria. de
los casos llegaremos més rapidamente a la solucidén -

estudiando el equilibrio de los nudos de la estructu
ra, )
'PC T
1AL, % Aol % .
Lo Ly
B

En el caso que se estudia como despreciamos la deformacién
por esfuerzo axil de los soportes, el punto ¢ pasari a ocupar -
una posicion ¢’ siendo:

AL, =KL At A =K L_O
Il 1 LZ LZ ¢

Podemos considerar entonces cada pieza del semipértico, co
mo una viga empotrada y apoyada, sometida a un momento M ,
en la que el extremo apoyado ha sufrido un descenso de apoyo,
(L\Ll, y AL ) y obligar a que los giros de los extremos apoya-
dos sean 1guales para ambas piezas.

Como por otra parteAL., ¢ AL_ son despreciables frente a
L. ¥ LZ', podemos considerar a L1 v Lz como longitudes de las
vigas,

Por tanto, el problema se reduce a calcular el giro del apo-
yo de una viga empotrada y apoyada, por la accién de un mo- -
mento y de un descenso de dicho apoyo.

ENNNNNNNN
r-n.
'-._-"
A-""\
j
!
i
i
{
l
By
\g
u
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2 3
s _.ML . ML _ ML
1 8E * 12%% 4@l
B
az‘L
&
3 ~3EL- L

Por tanto,

Para la pieza de longitud Ll tenemos entonces:

ML1 ?:ﬁL2
Tim T T,
Para la pieza de longitud Lz:
' 3
§ = (.t:{_..]-:’_z.. & _a.:[:l..)
4 EI 2 L_2 :
Por tanto, M (-L e El-ﬂst _fil
4 EI'] 2 EL L L
1 .S
————rn -y ' Finalmente’
R =1 4L . A
” ' st S FLz " I‘1}
(Llﬂ.z)!L L L,
Ly
Una vez determinado el momento
M podremos determinar ficilmente
las reacciones en el extremo B pe-
T dido.
s
Ru \_/m Considerando la pieza CB, tenemos:
3 A
i EI Ll M
Ry b S e

2



-237=

p- = m-M_ 6 EIAL;-3 MLp
H L. 2
M 2 2 L

&
Ainj La reaccidén Ry sera la reaccidn en

el apoyo ficticio ¢, que hemoscrea-
o C do en la pieza AC.

_ '

"N Zb

3
> 1 B 76 EIAL,-3MLy
i oA ZLIZ

5. Calcular la reaccidén horizontal en el pSrtico indicado enla
figura y leyes de Mf,‘ Qy NI" para P =16 Tny LI- = 2L2= 8 m.

B J & g
S G Ly -
Lo
A D |-
s ers | AT 4

12, La hacemos isostatica.
El dintel se encuentra en
el caso de una viga sim-
plemente apoyada.

2
PLI

9=
16 EI 1)

Introduzcamos unas fuer-
zas horizontales "H'" en
la estructura, isostdtica
descargada que produz -
can un corrimiento hori-
zontal é_ ’

El éngulo 9’ es debido al
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momento que aparece en el nudo debido a la fuerza H.

" ) O 4 Hhigely % =1 B
| 2 E,J]; g 2
;- HLZ
| ¥ =
| 1 3 EI 3 5
| HL HL_ L.
| YR - e
jl 1" 2 3k 2 EI
X |
”_....b.-«!;_. B a—eedl. Toualarde (1) v {2):
152} 81
g
—l‘-—s—l"—
3 2 2 s 2
HL.?. . HLZLI 21 1 I 3 PLl
3R 2EI 16 EI 2 h 8L2(3L1+2L2)
Para P =16 Tn y L1=2L2:8mts.
H = 3 Ton.
Momento de empotramiento: MB=MC= H. L2 =12 m-T,
Momento flector en el punto medio del dintel,
L
P 1 15, &
B 4 gl & N it 1 "
5 5 MB M 7 20 m-T,
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Leyes de @.
| " [
LT 7T P
W 2
E =
[l | 2
Bl —
l:_'_:u:+: e
i ]
Ley de 7V:
O u.._

4=

——e B

 a—
-‘—_

En el dintel:

(ST

O=4

En los soportes

O =H

En el dintel
N = H de com
presidn,

fun los sopor-
tes: el axil es
de compresion
de valor P/2.

6. Calceular las leyes de Mf, Q y N, en la estructura adjunta:

Las reacciones en A y B son verticales y valen

P
e,

Los giros en B y C han de ser iguales en todas las vigas .

Mh M £ M_£

|)3
1 i 2 P

W +

B ."3El T3El 6EI - 71EI
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P Tn/m.l.

L PTaml h h

1 ! B - b

Pé »
M“/,-‘ f—\Mz T r-_

2 2
B & Prc I M4
e M1+ pe’
“CT 3EI ~ T 3EI ~ 6EI 24 EI
Luego: 3
_ Py . 2+ 2h
My = M, = 4(e+h)%- 4©
% <E g> D’ como podia preveerse de la si-
¢ metria de cargas y de estructu-
8. i |
Leyes de Mp Leyes de &
pe
D+ A~ +1[) e
( ) - Mz Mi,”‘l ]TIJ 2 M,
] IJF = :1[]1
= o
5 ==
Er = =
s TET -
P
| se———]
S —
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ley de /7. I] Compresidén en el dintel de
valor
T l] M M
L e
h h

Compresidn en los soportes de

' . = valor
‘:lf oy i :TL: P

== | I 3

7. Dibujar las leyes de M, Q, que se'produc_en en la estructura
adjunta para la carga repre- Tomando momentos en AyD

-..

tada. 2
sen - Ph
AT 24 r ,
2 ’-RA + RD =-P.h
BT e s
P /.1 £ RD—- Y
B C 2
Aplicando el teorema de Cas
tigliano,
h Entre A y B.
r B ; 2
i Px
. Mf I % " RA.,X B B
A 2
e .\ Px
Z g, ~— Ry =(Ph-Rp)x- =5
e wl
Ra Rp de [A
R’ e
RD
“h 5 3
g sy o Pxaidg - B Borcr B 9 d
7o = | [F(Ph-Ry)x 45— o =[- 53Ph +R; = [ &
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II. Entre B y C.

€ 2 ‘M
MffB - R] h+—(£ x) ; E—Ptq-—:—h
' 2 Ph3 2 Ph 4y 1
f[Rh (f-x] [R h£-4_]-E—I
III. Entre C y D
& oM
M, | ; f
£l == RD(h—x) ; —ﬁ{TD = - (h-x)
3
du r , & % - .., B
R.  Rplh-x) i* p &
Sumando los tres valofes de 5.}.{11?_ tenemos el .corrimiento del
D
del nudo D en la direccion de RD que ha de ser nulo.
: 3 3
5 h 2 Ph h
24Ph +RD3+R h - 1 +R 3-0
Sacamos
Ph 5h ¥+

“ s .
; RD 8 2h+3¢

w" L

i _Ph 1llh 4 18f
A - A 2h + 34
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=g —
e rr—

8. En el pértico de la figura. Calcular las reacciones y el dia
grama de M., Qy N.

-+ b > *L De las ecuaciones -

> I TN €, de estatica.
st HT X, =Xg.
\% . —p— Ya+YB: pb.

% £ = ahle &)
B° 2
B D v _pb ¢+ a
—_— 2 o

L e
v s B :
Ys Consideramos XBCE
o mo hiperestatica,
i
_ Aa A h
My IO“YA° E- ey
2
b b
M. - e T {b-at- ko« =
fx |0 B P 2
h
Mf = - X_ (h-vy)
¥ = =

Ponemos estos Mf en funcién de XB..
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- ;L ]:_:»;11:)27L hh o i _Ah
By 2 LS L "B 0%y - L
b oM
. pb £+ 8 " 2 f -
Mg, | = > (b-x)-h X ® 3 (b-x) v
o B
h EJMf
Mf { o (h"Y)XB Bae (h-y)
X o N
Como el corrimiento de D = 0, tenemos
ef BMf
! Mf 5T b dg =0
ed
L 2 2 bhx b
A h,pab B [Ebgf-l-al_ P b
= (ZLE = }d A fo % (b-x)-th- (b—x)} +
o
h 2
» dy =
j (h-y) Xn y 0
o
operando: _ 5
$5: pb ) 2al.+b s+3ab. oy .__.El:’ I+a . g, = pb
B 4fth  L+h+3b B2 "4 A~ 22

Diagrama de Mf.,

; 4

+ —

L et

o
4 tamo AL, - Lineal: ( = 0
ppo BB 2aht3aboby, | e & ,

T 4401, 1+4h ah+3ab-
£ ~ L+h+3b 'ﬁh o1, M BB Zaht3ab-bi

f 44 Iah+3p

=



2
B _ pb Zah+3ab-bé
Tramo BC parabdlico jx_o Mf 4 LevbkSh
e ool . BBS . 2ahi3abiby
- £ 42 L+h+ 3b -
| 2 2ahtbs+ 3
i Mfz'f.? . zaihﬂ?-f:%b =
Tramo CD lineal ey {h-y)i ‘ J
= {)
Mg
|
+
[1[]lle
I; §
i
—_.+_
| D — ;
h a Zal+b{+ 3ab h pb
AB B — i = .
TEEm G, MR T H Y PR T LTz
- e = PE 4 !i."."_%‘-. 5 _ " :
Tramo BC, Oy YB (b-x) p . 7 (b-x)P.

£ +a i
£+ a
Xx=b — pb 51

2
Tramo'-_CD_(cte} 0=x = Pb_, 2al+bL+3ab

B 4fh L+h+3b

Diagrama de axiles. (pig. siguiente).

-
Tramo AB (C°) x 241y

L,
oo T
Tramo BC (C ) --XB.
te

Tramo CD (C ) Yoo

4
al.

&
L
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_'+i

+

IS

RS

A D

T

9, Determinar las reacciones y ley de M, en el portico de la

i f

figura, b \

| 1 Se trata de un portico intraslacio -
f 2 B nalalque aplicamos el método expl_i_
E ~ cado, Como los nudos A v B no se

LQ _LF Z;-' T .
i ‘" trasladan, el portico es descompo-
I - ohr, Tible segin la figura 2,

FiG. 2 :
b ierd T

_Donde evidentemente el valor de 4 en la viga apoyada y em-ﬂ
potrada por efecto de aplicacién del momento MZ’ vale:
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M, L
4. = & &

b
1 4 EI

vy 9, en la viga simplemente apoyada, como consecuencia dela
accidén de la carga P y los momentos M, vale (fig. 3).

1
— | ; \
= = o+ [ pRp——
Ry B s R
: 2
FIG.3
PI_Z M. L
8 =98’ ._.;_.B”-_‘-il_. ..._‘.]_'_.__1 1 1
2 2 2 16 El 2 EI
y como debe verificarse en el nudo que:
=M,319. =8 :
MI’ 2 3 z,zresulta._
1 MZLZ Ay PLI - 1 MlLl
4 El - 1o H 2 . H
{ - 2
y de aqui _ig o L1
M =M_=— :
LR e w p
itz tz
siendo entgnces las reacciones (viga
M
2/% -~ empotrada y apoyada)
S M
L 3 M
H £ LE
%
By =2
b
M
A RH M = __',,__E
s 2. 5
R' = . ..3. _2
Ry H 2 L

2
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y la ley de momentos flectores:

My Mg
2 2

2
momentos flectores en el portico adjun-

10, Estudiar la ley de
to.
L / , M, Mz
P 1 " el PFs V[ E WAV T
 — e e e 2\/—2-;& % '/
! 1 A B C o
i 1
' /
!
I B @
: "
1
T

Ly |{
i
[}
11 !
%{ Tz

Descomponemos el portico en las tres piezas indicadas; pa-
ra que se mantenga la continuidad de la estructura, tendre- -
0., (en dintel), |

A N (en ménsula) = 9g (
5 (en dintel) = B (en ménsula),
Como prescindimos de la deformacion por esfuerzo axil del

corrimiento horizontal de D.

dintel, tendremos por otra parte.

Corrimiento horizontal de A
Expresemos estas igualdades:
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- De giros: o e
1 (P-F )L, ML, ) _I_[MILI M,L,
Bl % - .EI T EIL 3. 7 6
1 FZLZ MZLZ 1 FMZL'I MlLl
EI 2 - EI\_ 3 B E o
- De flechas:
(P-F L3 M Lz F L3 M L2
gLy 12 272 , T2
3 EI T 2EI T 3EI T 2EI
El sistema se resuelve ficilmente dada la simetria del mis-
mo, obteniendo: ?JPLE 1

; M. =M_=
’ 2
1 2 L1+6L2

Una vez obtenido estos momentos la ley de M, se obtiene f4.

cilmente: (”>+

Los momentos flectores en el empotramiento, seran enmg -

dulo: PLZ

M oM

La deformada sera la indicada de puntos en la figura.
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11. Dibujar las leyes de Mf
ITni m .|[, 2 ms. + 1m. lan."'
e
A B C D
3ms
E F
7T ey N i
RE ‘. RF'*—‘—U-
4/ * ]/
1 Ta. 1Tn.

E
ST 1;;-;-,-
«~——Rg  Rp—»
\Pﬁn, %n.
M,
#» B crhy
M2 M2
Y Y
o <
B C
E

v 0.

l.os dos voladizos AB y CD se
sustituyen por la accién cortan
te v €l momento.

Descomponemos la estructura
en tres vigas,

Ponemos la igualdad de giros
en B.

2
M12+Ml __MZB M33
3 EI 6 EI 3 El 6 EI
M =M -'I-M
2 23

Por estar empotrado el sopor-
te en E;

M
= 4+ —

3 2

Poniendo el equilibrio del nudo

B.
1 m. Tnh |————)M

'M M+M =1

Por estas tres ecuaciones:

4
M2—7mn’1‘n . 5 =+§
2 3 7
NI] '-‘-i--?:m. Tn
Entonces:
-3 Rp+M,+M, = 0}
-3 R L-:
E+M +M 0
1 6
|Rgl=IRp | == (M +M,)= +§-=-7--+
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ley de Mp
(0

-1 wf

[} —3/7
e g U T s T TH AT
%
FN
y—
.
2/
Ley de @
3
51 !
t .=
- =TI
— = | =
= B = =
- =% =
= —+%
LI7PT V77 ;;. 7

12. Calcular las leyes de esfuerzos en la estructura adjunta.

Si solo actuase la fuerza P de la izquierda, sobre el dintel ha-
bria un esfuerzo axil N, Si solo actuase la fuerza P de la dere-
cha, aparece, en el dintel un axil igual y contrario al anterior.
Por tanto, al actuar ambas fuerzas P, no existe axil en el din -
tel.

En el punto E, por la simetria de figura, tiene que haber un
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punto de inflexidén en la defor-

R
p ; mada; su curvatura es nula y
a el momento flector tambien nu
| lo.
B E c ”
: - Asi, pues, en el punto E solo
e existe esfuerzo cortante X vy,
P por tanto, podremos cortar la
estructura separando la mitad,
h h
El punto E, tiene pues, giro y
corrimiento horizontal pero no
777:’,?7,:7 5’77:75?? corrimiento vertical.
Aplicamos el teorema de Casti
gliano para deducir X,
X
E
17
Mf g = X (¢ -x)
F
£ M, |5 = X (#/2-x) + P(a-x)
P
M | =X 42+ Pa
f
B
h h fa
du /4 £ dx 7 dx
ax - (X > e Pa) > El J P(a-x)(—é* -x)ﬁ +
o
0
£ 2
+f/2x(i 2 . g
2 I
: 0
. ; 3 s Z
5 6 X£°h + 12 Path+ X £ + 6a7P-4a" P = 0

X

-

2
2Pa 2a -3af-56Mh]

A

I 6Eh+ g

Conocido X, los valores caracteristicos de cada una de las -
leyes de esfuerzos se deducen facilmente.



(D

m®

-253-

]

ks

Hin

f

da, basindonos en con-

| e |
— W“ T
—~

= g T "Cj

— +

_____ Leyes de @

Leyes de My _
13, Determinar la ley de M, en
el portico de la figura.

e 12, Dibujamos la deforma -
dicidon de simetria y de car-
ga.

=y e = ++
— Leyes de NV
p Ton /ml

Vergssrrrd
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Establecemos las ecuaciones de los giros:

3
(1) MlL + . MSL = i Giro en C I
L3E T 24ELT 6 ELI L i dintel

() M3L PL3 MIL _ d1 oo e

sE e tmTE

M_.h  M,h 5

3 2 Y. 2 o i

(3) 3 Bl + A S | b i B} soporte

Mzh 1\’13h b2 g
i B

5Bt 35l h

-

81 = 3‘2, Igualando, tenemos:

3 s

3El Z2AE 6FH L 3mTimtnm
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De la fig. (1)

62 =&1 sena luego:
M. L 3 ML MMh Mh
B e i e Bl ey B SRS,
IR Z22EI GEI  3EI HEL 1YL h

Del equilibrio del dintel tenemos. Tomando momentos en B.

2
ol
(6) MM+ X by -—5— =0

Del equilibrio de 1la mitad del pértico, tomando momentos en

A,
2

(1) Mi-Mz+X(h+h1)--%=0

(1); (3). (B); (6) y ()5 ecuaciones'!'
Ml,. MZ' M3, X

con lo que tenemos re-

61 — 5 incégnitas % suelto el portico.

1 i

14, Determinar las leyes de esfuerzos en la estructura adjunta.
Despréciese la influencia del esfuerzo axil,

oA e
liiiitiiiiii:=:me

p- {on. Jfml.

QUL

s T THE

LI |

Como consecuencia de la simetria de figura y cargas los gi-
ros son nulos en todos los vértices, y basta por tanto, deter-
minar la ley en la siguiente viga:
p-ton.fm.l.
!

- — —
b
—

UL
T
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En la pag. 42 del nim, 100 del Torroja, tenemos:

2
2 ' P {22) . B
M = g B en nuestro caso M P = -2
ed” T 12 W = ed 12 3
Deformada:

E Momento flector en el puntome
ET 1 4 0/ B dio. _
2 2 2
pa P. (2a) _Pa pa
3 2

a

3 2 “|

% L 2
-

Pa
Med. = &

- 6

El cortante en 1las esquinas, val
dra:

O=F .8
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Ley de N

-
za seran las componen-

E tes correspondientes del
— \{ cortante de las piezas -
que se empotran en ella.
Por tanto, todas las pie-
— zas estaran somendas a
traccién N = B &,

T Los axiles en cada pie-

15. Calcular las reacciones y las leyes de Mf vy Q.
i ______ -|F Por la simetria de carga y de
:" ------- ‘1' estructura:
1 |
‘\l | ; MA = - MD
) (1)
\ :’T M = M
! ! ' B D
I I
i : Giros en los nudos A y B.
! \ . A
\ ol po & Ma n
A’ D A 24 EI 3 EI — BEI
A - o Myh Mgh
T - rR A" 3EI = 6 EI
RA D M_h M h
o B . A
(B : B 3 EI 6 EI
+Mg )Mc M7 M
¥ g - N L L .
f T ' B 3 El 6 EI
Rsy RCY '

Igualando los giros y teniendo en cuenta (I):



+Mc 3
MB@ REx Rex ;a ~ B Py 344+ 2 h
My ==lly=g Z 2

(3¢+2h)
3
P ¢ h
Mp =M, =73 (3zn)2-h2
Reacciones:
Py 1 P’

R, =—=—4 = =
+‘£ (MA+MB)_

@ Rax Rpx ? D) Ay 2 2
+ Mp

3
1 3P ¢ h + 4
R B (M. -M ) = = :
Be BV B. B 4 h 2 -2
= (32 +2h) " -h
1 3 P h + 4
R, =z-=TM_ -M,]=-= :
Cx ht A 4 2
e & (3¢+2h)°-h°
1
R &= [(M -M i 1)
By ¢ L % B
1
R = M - &= 0
a7 MM
R _=-i[(M_+M _3PL__hit =+R.
ex h Tl =R R (3442h)2-h2 ~ 7 TBx
3
1 3 P4 h + ¢
R 7= [N %M = = = Rl
D >
x h gt ¥gl 4 h (304 Zh)‘;_hz Ax
. . ) i 2E |
Riye™ 3 qug(1»/1[4,_&44.,11})_ =



Entonces, las leyes de M

ley de J’?

f

v Q v las reacciones, seran:

Ley de @
—— —— ol —
. — | —
- 4= + 4+

I
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8-1. - PIEZAS CURVAS 8-2. - CENTRO ELASTICO
-(;]-

8-1, - PIEZAS CURVAS, - Entre las piezas curvas tenemos los

arcos, los cuales los podremas clasificar en cuanto a su
forma en circulares, parabdlicos, catenoides, etc,, v en cuan
to a su sustentacién podemos citar como mis importantes: .

a) Apoyado f) Empotrado - articulado

b} En voladizo g) Biempotrado con una rétu-

c) Triarticulado la, |
-d) Biarticulado - h) Biempotrado

e) Empotrado - apoyado  g) Atirantado,

Todo lo dicho para las piezas prismadticas es valido enel cal-
culo de arcos en lo que respecta a las hipétesis. Hemos de ha-
cer notar ademas que el canto de la pieza ha de.ser desprecia
ble respecto al radio de curvatura y respecto a la longituddela
pieza Lostipos (a), (b) v (c) son isostiticos, el resto hiperesti-
tico. Para ellos, por tanto, nos bastan las tres ecuaciones de
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la estitica para calcular las reacciones en los extremos, en
el tipo (¢), introducimos una Cuarta ecuacién que refleje que el
momento flector en la rétula es nulo, Para los otros arcos he-
mos de recurrir,ademéas de a las tres ecuaciones de la estiti -

ca a las deformaciones.

En resumen, son aplicables para las piezas curvas las mis-
mas consideraciones que se han hecho al hablar de la pieza rec
ta e igual que entonces, podremos utilizar el teorema de Casti-
ghano para el calculo de las deformaciones en cualqmer sec- -
cién de la estructura,

_Calculo de arcos: Métodos de las deformaciones.- En los arcos
hiperestatico el procedimiento a seguu- es:

1) Se corta el arco en una seccidén quedando la parte 1zqu1erda B
como una ménsula,

2) Se calculan las deformaciones debidas a las fuerzas que ac-
tian sobre dicha ménsula (Castigliano).

3) Imponemos unas reacciones que anulen las deformaciones,

Como ejemplos vamos a indicar el prloceso de célculo en los
arcos.de la figura. :

Tirante ”ﬁp

En el A
1) Los ejes se ponen en la articulacién,
Fy l'F-z
_F|
Safee—
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2) Los sentidos de avance se encuentran en la articulacidn.

3) En la rétula solo actian fuerzas horizontales y verticales,
no hay momento. |

4) Descomponemos el arco en dos ménsulas curvas.

5) En dichas ménsulas se estudian los corrimientos verticales
y horizontales que igualaremos los de una a los de la otra -

ménsula.
6} Si una fuerza P actia en la rétula la deqromponernos en X so-

bre una ménsula v en P-X en la otra.

En el B
Por el método de superposicidn. .

1) Se prescinde del tirante con lo que el arco es isostiatico v en
el se calculan las reacciones, v ley de momentos flectores ,
teniendo en cuenta las fuerzas exteriores.

2) Sin tener en cuenta las fuerzas exteriores, poniendo dos fuer

- zas unidad iguales y contrarias, En este estado se calcula la
ley de momentos.

El estado final de momentos sera M = I\)i-11 + )\MZ v de esfuer-
zos axiles Ny +AN, = N,

En este estado final se calcula el corrimiento del extremo -
frontal con respecto al dorsal y este corrimdento debera ser
igual al alargamiento del tirante que si éste es de longitud ; -
seccién S y médulo de elasticidad E. El alargamiento sera:

AL
E.S
Luego:
v r oM J‘ AN
- =2 = M. d o+ N de
ES dA- 7 dr

-~ o W s '
Los arcos tendran como ecuacidn de su directriz y = f(x), co-,
mo

d 2 d 2
ap= =2 i = A Bl e, kel A s 1ty
Y EI
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Podremos hacer ds = dx para simplificar la integracion cuan
do la relacién:
Flecha

&
luz -

1
5
.1 B
En los arcos poco reba_}adosz >— el trabajo que mas impor-
tancia tiene es el de flexmn y, por lo tanto, despreciando eltra
bajo debido a la compresion podemos para calcular las reaccio
nes aplicar el método de Miiller-Breslau.

- -

§-2, CENTRO ELASTICO, - Para determinar las tres reaccio-

nes de apoyo X, ¥, M, de una pieza biempotrada, vamos
a tener que plantear y resolve_r el sistema de tres ecuaciones -
con tres incdgnitas, expresadas en la férmula (52. 7) del Torro
ja, lo cual resulta muy laborioso.

Esto ocurre, porque para cada expresién de un movimiento
u, v,w, del extremo de la pieza nos aparecen las tres reaccio
nes de apoyo, 5%, ‘Y, M,

Pero si prolongamos la pieza en su extremo frontal, por ejem
plo, mediante una barra infinitamente rigida (E =-), hasta un
punto, llamado centro e]éistico, que cumpla las condiciones:

ef ref

ed M=o J ed

yde=0 (1)

vy, en este punto, colocamos los nuevos ejes coordenados a los
que referimos toda la pieza, las nuevas ecuaciones hiperesta-
ticas (obtenidas haciendo nulos los movimientos del extremo 0
de la barra rigida) quedan muy simplificadas, pues en la expre
sion de u (cornrmento horizontal del centro elastmo) solo apa-
recen la reaccmn ¥, analogamente v es funcién Gnicamente de

yw lo es de M(smndo vy @ corrimiento del centro elastico).
Estas nuevas ecuaciones hmeres’catmas son las (53, 2) de la mo
nografia 103 de Torroja).

Hay que fijarse que con las expresiones (53, 2) obtendremos
los valores }gf, ¥ s M pero en el extremo 0 de la barra rigida
¥ que las reacciones en el empotramiento B, que es lo que trata
mos de encontrar, estan relacionados con aquellos valores por
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AY AY

las ecuaciones =
¥

-}‘f.b- ?.a

Las condiciones (1) puestas en la forma:

f’ef 1 fef |
—  xds=0: —_ ¥idae g
ed EI_ ed El

nos indican que el centro elastico coincide con el centro de gra
vedad de la pieza, supuestas distribuidas, sobre el eje de la -
misma unas masas ficticias, de valor 1/EI por unidad de longi-
tud, En el caso de que el valor 1/EI sea constante, si la pieza
tiene un eje de simetria, el centro elastico esti sobre dicho eje,
y g1 la pieza tiene centro de simetrfa, éste coincide con el cen-
tro elastico, 4y’

.L—Ajh " : E
[% ' B,
I. —‘f x‘:

B/ rrririrrs
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Como aplicacién, vamos a calcular el centro eldastico dela es
" tructura adjunta, de seccidn constante.

Bastard calcular el centro de gravedad supuesta una masa de
valor 1/EI por u nidad de longitud. As{ que:

1 S
e = {)
EI * a'xo ET b(z .
a 1
7o) EI_a T 0
y obtenemas: : b?.
*o © 2(a+b)
2
. . .
Yo 2(a+b)

Ejemplo 2, Determinar los corrimientos horizontal y vertical
en el extremo B del cuadrante de circunferencia de
B i la figura, sometida a la fuerza ver
Ceaters tical P aplicada en B.

P _ Por tratarse de una pieza delga-
da en la que las dimensiones de sec
cién recta son pequenas compara -
das con el radio, podemos aplicar

el siguiente método de cilculo,

1
I f
f = - PR seng; 3P = R seng

Corrimiento vertical: M

B [ + PR.sen¢g Rsen¢gd ¢ =

o
2 2 Rdg
ir PR sen(p,-E-i-—
J O
3 3
. _EB_(R__l-senz )y == PR _
B~ EI ‘Z2°2 1S3 T
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Corrimiento horizontal:

M? = 1. (R-R cos9) = R (l-caos )
.uT/Z 2
U, = | - PR" senp (L-cos9) Rl = —"EB—
B J v Bl Z El
o

Ejemplo 3.

Determinar para la pieza de la figura
AP : solicitada por dos fuerzas P opuestas
el m &ximo momento flector. Se supo-
ne que las dimensiones de la pieza -

| son pequefias comparadas con el ra -
. dio R, |

. -t - .
Por la simetria existente podremos
i = W i
considerar unicamente un cuadrante,

2¢ ) 2R | S También por simetria se ve que el es
fuerzo cortante en B tiene que ser nu
lo y, por tanto, en B tendremos como
fuerzas exteriores un momento M 1's
una fuerza de valor P/2,

S6lo hay una incégnita: el valor de
M que lo hallaremos obligando a que
p el giro de B sea nulo, ya que la tan-
gente después de 1a deformacidn tie-
ne que oontinuar siendo vertical.

El momento flector entre 0 y (par
te recta) es:

5 v para el resto:

Wa _

=M - —ER(]-cos )

e

—dP——~B" : Mf[
LA M 0

p ‘ef BME

Y % W = = | — '

2 0 j Mf{j].\/I dg
ed
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As{ que: ["L’ n/2
ds P - Rde _
w=0 =] M, (1) = ol J [+& R(l-cosz)-M 5% ¢
‘o o
Mﬁ PR ., MRn
= —_ - = 0
2 Bl (2 3 2 El
L = PRZ - 2
T 2  2f4Rn
La ley de IVII es:
f e —
¢
M '
v el Mf-_.mé’ximo sera:
R (r-2) PR
s DR SR L z f?.H-Rf' e 2
max

Ejemplo 4,

La figura es un anillo sobre el que actian las fuerzas Ply 1:'2
como se representan en el esquema

Calcular:
a) Ley de M,y QL
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b) Variacién longitudinal del diametro horizontal.

P’Z
* Podemos considerar
un cuadrante de la pie
za dada. '
"._P' pe R - P
Mo
A Li ]
FIG. (1) 4
PZ

Por la simetria de cargas y de forma de la pieza el esfuerzo

cortante en la seccidén B es nulo y el giro relativo de B conres

3 , A b o =

pecto a A es tambien nulo, pues en la deformacion ambas sec
ciones permanecen perpendiculares, luego '

¥

6;;{11 = 0 en la seccion B, es decir,
o Wogs = 0.
En una seccidn cualquiera:
P P
Z ' 1 R, d?
M. = T | —— = 5% ~
/ MO + (R-x) 5 R sent>- x = R cos g dtpu B
5] : 0
g PP g " R.d9 oy Mf~'1 lta:
5 M o = cComo v e resulta:
” o o

n/z 2 Pl R
e B osas o —)— 43 ' :
L [MO + R(1-cos?) > R send, 51 El de donde:

R_T2
M :—é—ﬁ ': PI+P2(2-TE):r

O
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Entonces
M, sl B 28 ~ B(P send+ P cosd)
L Bl 2 2 2
oM oM
i 1 |
£ = e 33 = B ‘5 (Pcos{) sten\,)

. I . A o P
I.a variacion del diametro horizontal sera:

b = 43% . (u = energia eldstica) .
: _
2
Obtenemos: 3 2P_(4-n)- P, (n -8)
. _R i Gl

: EI 4mn
Ejemplo 5. '

Un anille eldstico, de radio R, -
arriostrado con un tirante diame-
_ tral AB, esta sometido a la accidn
B de las fuerzas P. Determinar la
traccidn del tirante v el alarga- -
miento entre los puntos A y B,

~ Si sustituimos el tirante AB por
la accién que ejerce sobre el ani-
llo, podremas utilizar los resul -
tados del ejemplo anterior, sin
mas que hacer \

P :_PZ y X = Pl _

Entoncés la variacién del didme -
tro' AB sera: 2

RS[ZP(4-H) = X {n = 8)] '

ET 47

v el alargamiento del tirante (sies
del mismo material que el anillo y
de seccidénQ), seri:

e
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v, entonces, igualando estos dos valores y despejando X se ob-

tiene:
2P (4-7)

r,
2
(-8) + 25

Conocido X el alargamiento del diametro AB se calcula por

la expresion:
ZRX
O = =5

Ejemplo 6,

Una plancha semicilindrica pesada, de poco espesor, re posa
sobre un plano horizontal perfectamente liso. En los puntos A y
B han de actuar dos fuerzas horizontales P que impidan el au- -
mento de didmetro AB provocado por ¢l peso, Calcular el valor
de las fuerzas P. (Witembauer).

[

C '

P . -7
’// -

Las reacciones verticales en A y en B valen:

F=—2-

siendo G el peso total de la plancha. El peso por unidad de arco

es.:
_ G
g e =i
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Como la tangente en C después de la deformacidén continua
siendo horizontal por la simetria existente, podemos conside -
rar sélo un cuadrante de la plancha, que estara empotradoe en
C y sometido a las fuerzas Py G en B v al peso propio. ‘

El momento flector producido en la seccién g por el peso
propio, sera:
f,. Y
M = q.ds.d =j g.R{cos¢-cosV ). Rd¥=
ke JO o .
2
=q R (sen® - 9, cos?)

y el momento flector total en la seccidn
@ sera:

-
/* Mt.I=GR(1-cos<P)-PR sen? + qR (sen9-pcos ¢)

’?’Xﬁ : Obligando ahora a que el corrimiento ho-
e et s W rizontal u de B, sea cero obtendremos:
1 e 4 B
¢ aElE - M o s
: lo
2 b .
oM
de donde LiE o il ds R.do
Fi 7 ¥ “EI - EI
Haciendo la integral, obtenemos:
G
I e 2T

lo que se ha movido hacia arriba o hacia abajo, el punto C de la
plancha se obtendria calculando:

ATE

! I ;

V=/ Mf]\/% do
Vo

siendo en este caso el influjo unidad en la direccidn vertical, Asi
que, el valor de M%Ies:

M? =R (I - cos®)
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Ejemplo 7

Una cubierta laminar rebajada que se asienta sobre un ani
1lo circular de radio R y seccién rectangular, transmite al ani
llo un empuje horizontal de 2 Tn. por unidad de longitud,

Determinar el esfuerzo que sopor
ta el anillo.

Siq=2 Tn, es la fuerza que la cu
bierta ejerce sobre el anillo por
unidad de longitud, sobre un ele-
mento diferencial ds, sera:

ALZADO

% qds =qR dé¢

Suponemos el espesor e desprecia
# ; ble frente al radio de curvatura.

Si efectuamos un corte por el dia-:
metro AD sobre dichas secciones
extremas actuaran las fuerzas re

. presentadas.

p u - -
Como la pieza es simeétrica en for
ma y cargas se nos anularan Q vy
.~ .
c M actuando sobre la seccidn unica
mente el esfuerzo axil N.

qds Veamos que Q = 0, Si nos move- -
| mos de B a C y de A hacia C enla

I
s rebanada C los esfuerzos cortan -
A B e 1B tes tienen en la parte dorsal y fron
P— 1 - » i
m tal de la rebanada el mismo signo
lo que solo ses posible si O =0,

En la rebanada C los momentos pro

ducirian giro de una cara respecto
de otra y debido al tipo de carga al que esta somet1do el anillo -
vemos que la seccién mn sufre una deformacién segun la direc-
cién del radio m0 pero no un giro lo que sucederia si en esa sec 1
cidén actuara un momento luego M = 0,

Tenémos entonces que poniendo el equilibrio del sistema de la
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figura 11, N
| 2
2N=-qRJ sen $dd= 2Rq Nz—afz{—q
o

Como q=2Tn

MN=z22ZR Ton:

Ejemplo 8,

Dos anillos concéntricos, de acero el exterior de espesor e,
y de cobre el interior de espesor €L ajustan perfectamente sin
coaccionarse mutuamente. Se ejerce interiormente una presidén
hidrostitica de p Kg/cm?2,

Calcular el reparto de tensiones en cada anillo.

Los médulos de elasticiddd del aceroy
el cobre son E_ v E. respectivamente,

Segiin vimos en el problema anterior -
la fuerza total de extension en el ani-
llo sera, siendo p Kg/cm2 la presidn
interna.

.d
B skt (1)

(Despreciamos el espesor frente al dia
metro de los anillos).

Los alargamientos circunferenciales en los anillos de acero vy
cobre son iguales, las tensiones estin en relacidén de los mddu-
los de elasticidad.

La tensidn del cobre sera los Ec/Ea de la del acero.

Sea Pl" la parte P correspondiente al anillo de cobre y PI al

acero |
P1+P2=P
P

1 . :
En el cobre M e siendo e, el espesor del anillo de co -

bre. c
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En el acero P2
o G — Bioumes
a e
a
En ambos anillos consideremos una altura de cilindro, for -

mando por dichos cilindros, de 1 cm.

O¢ _ E__;-'-l‘._ & Ea "
E " E a E c
C a c
Fa =0 eal B
P =0 e -?GCEJFGCE:P
 § s CJ a
Eﬁtonces P
c_= E (2)

"2 "% e 48 & (3)
a4 4a &

Tow

Entrando con (1) en (2) y (3) como conocemos e_, e, tendre -
mos las tensiones en los anillos funcidn del Hlédt&ﬂ de elastici-
dad.

-0 =
Ejemplo 9.

Una varilla elastica y delgada ACB, como indica la figura, tie
ne en su punto C una fuerza aplicada P. Calcular el descen-
so de C. :

B
\ ‘"Bf}\
Brzrrres % 2007077
——b—KA B
\PM‘ R
Ya |



=

Por la simetria existente respecto del punto C resulta que:

XA = XB &= 0,
Del equilibrio de fuerzas verticales, resulta;
- P
¥4 "%y 53

& . . '
Considerando unicamente el semicirculo AC calcularemos

la

Ginica incdégnita M con la condicién de que el corrimiento hori -

zontal del punto C debe ser nulo por razones de simetria.

La expresidn del MI

pr Berri:
I P
- % o
M, = M~ R (l- cos «)
y la expresion de Mf :
MIfI:: 1.R sen«
Asi que:
| Rd «
= 0 (- R 1- )]s 1o B o
(1-cos )] sen & —
- 2 3
dneas 2MR” PR™ _ i1 e BB
ElI =~ EI ¥
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vy el descenso del punto C, sera:

=f [M...ul,; R(l-cos o) ] [-IR(l-—c:ols ‘x).i EI

2 EI
Luego

Ejemplo 10,

4

<
PR

2 EI

(r +5 )

Sobre los extremos del diAmetro horizontal de un -
anillo circular actiian dos momentos iguales y de signo contra-
rio, Determinar la ley de momentos flectores,

R
M
FIG. T
4
5
R
e
M
Fic.IT | ©
N,E |
B

Susti‘_tuﬁnos el sistema de la
figura I por el de la figura
II.

El extremo A empotrado y
el B libre. En el extremo B
actua un momento M Yy un
esfuerzo axil Np el cortan -
te en B es nulo,

Por un punto entre B y C
B s
I

M, | =(R-R cos?d )NB+MB (1)
C

Por un punto entre C y A.

’C=M +M+(R-Rcosd)N_(2)
fA B | B

Como condiciones tendremos

M

I) El1 corrimiento horizontal
‘(segun la direccidn de NB)
es nulo en el punto B.
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2) La seccionB no gira. iy @ 0.

2 B ﬂMf[?: L C amfﬁ
= = .do=
ug of Mfl g ot : M| . 5 9= 0(1)

& B 72 A B

n/2 B dM] n C M jc
B X . @M n/z A MB

Con la expresidn (1), tenemos:

O

o
bs [R N (1-coso M JR(1-cosy) = Ay
" BY B EI

H[M

= ’ 2
B ' (lacos9)R L
n/z

+M+R (1- cos%)NBJ —

(2)

2

3n
—;,[R'N $RMF == M_= 0 IR N+ 2 M+ (w2)M =0

B 2 B~

(3)

Con la expresidon (2), tenemos:

/2
j;. 1B NB (-cos d)+M ] ﬂz R[M +M+RN (1-c05% __.=

ZRNB+2MB+M=0

Entre (3) y (4), obtenemos:

Sustituyendo estos valores en (1) y (II) tenemos la le de M

que tendri aproximadamdnte la forma de la figura,

(4)

f’
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Ejemplo 11,

La directriz del arco de la flgura, es una parabola de 292 gra
"do, de luz L y flecha en

P | ; el centro f, y con una sec
ot cion rec ta definida por la
4 yelaciﬁn
ds _ dx
A gjex I 3
O
te
b5 L, =C)

Se pide determinar el corri-
miento horizontal del punto B
. cuando actia una fuerza ver-

tical P en el centro del arco (se desprecia la influencia de los
esfuerzos normales),

« ' .
LLa ecuacion de la direztriz del arco es:



-279-

r

¥ £ ke (Lex), siendo k=

Ley de Mf debldos a las fuerzas P: L

l 3 Mi = 153 (1.-3¢)
L./2
y la debida a un influjo I := 1 aplicado en B, sera:

II 5
M ] =1l.y = kx (L-x)

Asi que el corrimiento de B vendra dado por:

AT, 1./
: I 8 8 P ds
u —‘J M. M., d9 -f > - %. kx(l-x) FI +

o o
L
+ [ ?(L-—x). kx(L x)g—ls-
3 L./2
ds d g S
y como = =7= podremos efectuar la integracion y obtenemos
) L2 -
. Pk - Lx3 x4] o Pk [szz 2L§i+£]
ZEI = & 2EI 2 3 “4 4| Lj2
De aqui, sacamos que
4
P, X ok -
2 EI " 96
0
-y

'Ejemplo 12

Si en el problema anterior suponemos un tirante AB, Calcu—
lar el esfuerzo axil en dicho tirante.. Siendo Q y Et la seccidny
el médulo de elasticidad del tirante.

En este caso, tendremos:
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L

M,|" = Z(L-x)-KNX[L-X)
1./2
MfL = —ZI?(L-X)-KN(L-X)
y Y i
L aIM /2
N A <{X(L-X) .
uB—f =M, 55 do= (Zx -KNX(L-X)——> ax +
0 (9]
(a]
nL
+ -[g(L-x-KNx(L-XE[ et g‘l‘ X)
L/2
ik prL’ KN 1
B 192 EI_ B 30 -EL

Debido al esfuerzo N el tirante experimenta un alargamiento

N e L
Vg = EQ
G o
Como U_ = U_, resulta: Q o i)
B B s Et. +° P.K., L
96 KZL%Z E +30EI
< o
Ejemplo 13, <Gi=

Un arco triarticulado tiene 20 m de luz y 8 m de flecha, La ar
‘ticulacidn intermedia esta en el punto medio de la luz. Su direc-

tr{z es una pardbola de 22 grado con el vértice en la articulacién
intermedia.

A 5 metros del extremo izquierdo actia una carga concentra-
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T

da de 10 Tns y a 5 m del extremo derecho actiia un momento ex
terior de -12 m. tn.

t 20m. T

Calcular:
12, Valores de las reacciones,
22, Dibujar la ley de momentos flectores,
32, Valores de los esfuerzos en las articulaciones me
dias.

YI-I'YZ =10 ¥ = IO-YZ

Tomando momentos en A resulta Yy 6:9 T.

" " i 1) ’ -
C k xz 22,17,
y xl=2,1 x2=+ 2,1
Y1:6,9 Y, = 3.1
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I.ey de momentos:

La ecuacidn de la pardbola es: (x-10)2=-—2—2-5— (y-8) referidaa
los ejes que se indican en la figura:
5
Mg | =-(5-x)10 + 2,1(8-y)+3,1(10-x)
O
10
Mff = 2,1(8-y) + 3,1 (10-x)
2 ls,: 15 |6.9
o Mg | =-12-21y +3,1(20-x)
f
-12 10
20
M, | =-2,1y + 3,1(20 - x)

15

Ejemplo 14,

Un arco cuya directriz es una parabola de 22 grado tiene de
luz 25 mts. y la flecha en el centro vale 8 m. Estid sometido a
una sobrecarga uniforme de 3 Tm/m#. por metro lineal de pro °
yeccidén y su seccidén varia de acuerdo con la ley ds

s S0
-~ 1
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(IO = constante dada).
Se pide:

12) Leyes de M., Q y N para el caso de arco biémpotrado,

f’
Se prescinde de la influencia del esfuerzo axil en la defor
macidn.

ot PI VP VT P AT E T T 0111

—I.—.

-2'5 m. _ _’._

FiG. 1

ejey
t + v b b 3Ty om

| #

N gjeX
S

FIG. Ir

Por la simetria de la figura I en la seccién B se verifica:

1) El esfuerzo cortante nulo,
2) wg = 0 es decir, la seccidn no gira en la deformacién,
3)uB = 0 no experimenta corrimiento horizontal,

'Podemos sustituir el sistema de la figura ] por el de la figu-
*a IV,

- ' . 2
Ecuacion de la directriz y = ax .,
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: "o -
2 2
uB= J [M-I-a.Nxz- = xz Jax o = 403,,_1\;1_(23,1\1_'_3)31_, =0

(1)

o]
2
=o=f [M+aNXZ- §x2]§—" =0 - 20M-(2aN-3)L°=0 (2
>
-L/2 o

. Entre (1) y (2) obtenemos ‘M = 0
N = —

Ley de Mf 5

Ley de Q

Ley de esfuerzos axiles N,
N =+ N cosa - R sena R = 3x

N = cosa = 3%, senu 4
2a - 2ax



.-

. - 3 2 2
N=|_§g - 3x, 2ax | : = - [1-42 x|
V1+4a,2x2 2a 1+4a x

Ejemplo 15.

El apoyo derecho de un arco semicircular biempotrado expe-
rimenta un descenso vertical (sin girar) de V cm. Calcular la
ley de M, (Despréciese la influencia del esfuerzo axil enlade
formacidn. Se prescinde del peso propio). -

28

i Yem.

Ejemplo:
‘Resolver el problema anterior refiriendo los ejes coordena-
dos al centro elastico, v i

El centro elastico coincide con el centro de gravedad del ar-
co de circulo, Por lo tanto,
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R

s

La expresién del momento flector en una rebanada cualquie-
ra es:

M. =X . v-¥Y . .x+M
f oy ox la)

Ahora tendremos que expresar que los movimientos uy
del extremo 0 de la barra rigida son nulos y que el corrimien-
to vertical vale -v.

~ef aMf [ef
o= J M, 5=——4d9 = k (XO.V—YO.}{-{- Mo)yqdq’: 0
ed o ed

~ ef aMf ef
-V = Mf T&-,;dw = —(Xoy-Yox + Mo)x.dCP
ed 7 ed
ef aMf ef
g [ - M oM d“":f (g = MR M) A=
o
v ed ed

Desarrollando las integrales y recordando que por estas re-
feridas al centro elastico, ¢
e

‘efxdm=o/ ydo =0
ed Jed

nos quedan las ecuaciones reducidas a

ef 2 ef
el sX ydtp-Y[xdeP (a)
o &)
ed ed
ef w2
v=-X / xydy + Y / x .d¢ (b)
o o
ed ed

k=

ef
w=0=M dy (c)
o)
ed

Los valores de las integrales son:
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N1 3
T P o
ga ¥ RS |y i " T B tE

ef /7“ . 9
r xy dg = R cosV (-y + R sz—;em‘»‘}—Ri =0
Jed y o E
™
o 2102 | RZ cogly RAD R3.%
X a9 = .CO8 V., El - FI
ed o
177
= s | St B o
T ElI = EI
ed "“'Q -

Obtenidos estos valores de {a), (b) y (c) sacamos respectiva
mente:

X =0
o
2 .u-
JY e E13v
o TR
[ N = &
T

y los valores de las reacciones en el empotramiento B, seran:

XB =0 - YB =Y = LE;_‘_’.
° R
y MB=-Y,R=2EIZ"
o iR
La ley de distribucion de los momentos flectores es, pues:
A
Mf = MB ¥ YB' (R-x) =
B
2
L Esz i 2E13v 5 . )
TR nR
Ejemplo 16.

Calcular la ley de M_ de un arco circular empotrado en sus

f
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dos extremos, de radio R y seccibén constante, sometida aunca
. lentamiento uniforme de temperatura t.

— —— — — — — — — — —

(4

Intuitivamente se ve que, habiendo quitado el empotramiento
en B, el efecto de la elevacién uniforme de temperatura es un
desplazamiento horizontal del punto B, de valor u, .

Como en este caso N de = kt ds tendremos que:

ef ef +R
ut= r Ndecosa:f kt.ds cosa= kt dx
| ed ed -R

ut=2ktT

De las expresiones analiticas de Ve Y w0, 8e deduce también -
que estos movimientos son, para este caso, nulos.

Ahora tendremos que encontrar el valor de X y de M, quenos
devuelvan al punto B a su posicidn inicial y sin que haya girado
la seccion, '

(No existe reaccion vertical por la simetria que existe res -
pecto a OY y la ausencia de cargas exteriores).

La ley de momentos, consecuencia de X y de M, valdra:
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Ivisz, R senuo + M

El corrimiento u , que ha de scr igual y contrario que el u

valdra: =t

fef  OM, 18 —
u :J Mf 5% do =j (X.R sent+M)R send, T o W

ed _ o

queda: 5
R rX Rz '

{ Vs .

TS M] ktR (1)

Ahora, expresaremos que el giro W producido por X y M, de
be ser nulo:

ef oM m
£ . R do
= M, ~g= d¢ —f (X.R senc+ M), 1. il 0
ed 0
nos queda:
R 1 :
i 2 + N =
v lzxm+m] 0 (2)
Entre (1) v (2) despejamos M v X y resulta:
~-4nkt, & 1
¥ = t I . M = 8 kt EI
o 2 = R (n -8)
R _( -8) M o i
A
-
2R
=%
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De otra forma més sencilla, utilizando el método del centro
elistico como los valores de los movimientos del extremo o -

son:
= 2 X R
9
Vt =0
g =10

Las ecuaciones (a), '(b) y (c) del problema anterior, quedan

ef 2 ef
e 28 e B = - i
u u ktR Xo y .d¢ Yo xy dg

ed ed

ef - [Tef
vEayvy, = 0= . X ! xy dp + Y / xz. de.
t (@] o

}ed lﬂef e

’JJ=-“’=0=MJ' a9
o
ed

y utilizando los valores de las integrales antes halladas, resul

ta=
¥ =g
0O
M =0
o)
3
R n 4
-2ktR =X ,—/ (— - —
o EI "2 n)
< =—4T‘-I{tEI
o

2.2
R 0 -8)

vy los valores de las reacciones en el empotramiento B serdn,

segﬁn esto:
_ =4Tnkt EI

B - 2., 2
PR -8

B o :

4nkt EI Z R
Z. & .
R“(n".8) "

M. =M =« o
n Mo Xo"yo +
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. . . . -
valores que coinciden con los obtenidos por el primer metodo

empleado:

- ‘Il :'- I' 1l ,+

+ > }

Ejemplo 17,

- Como consecuencia del efecto solar se produce en el arco se
micircular biempotrado que se adjunta una distribucidn de ter;_?
peraturas uniforme a lo largo de la directriz y lineal segun can
to con temperaturas de t2 en el trasdds y tg en el intradds (t1>
- tz) verificdndose ademas que: te + g

o =
= T

siendo tg la temperatura ini--
cial de todo el arco.

Determinar la ley de M. que se
produce debida a esta distribu-
cién de temperatura.

Siendo c el espesor constante -
de la pieza en una rebanadacual
quiera, tendremos:

(t.-t )~ (t,-t ) t -t
qu}=-k___lo 20ds=—k12¢d5
f c C
ft.=t )+ {t.-t )
Nde = k 1°2 88 Gam

- * 3 .
Asi que cada rebanada estara solicitada exclusivamente por
un M, de valor:

f
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Kl

Si quitamos el empotramiento
en B se produciri una defor -
macién de la pieza y unos co-
rrimientos u, v y un giro® -
del extremo B,

Ahora bien, si en el extremo
B actuase un momento M igual
y contrario al M producido -
por la temperatura en cada re
banada, entonces el punto B y
toda la pieza volveria a su po
sicién, pues en cada rebana-
da actuarfa un momento flector igual y contrario al que actua-
ba inicialmente y los movimientos de la estructura serian igua
les y de signo contrario a los producidos por efecto de la tem-
peratura,

Entonces, sélo hay momento de empotramiento en B de va-

lor: - o
= MB-:qu:ktlctzEI- ()

Y. . 2Xx =0
B B

Este mismo problema podemos resolverlo, también, utili-
zando el centro elastico, A Y

A

&

= X'

J
S
x

H

Yo

o
A
xV
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Los movimientos de B debidos zl efectc de la temperatura -

son: referidos a los ejes XY con origen en A,
t -t

Nef t. -t G
f L g 2 2
uj =l ds, vy 2[,-}: 1 .Rd?®,.R send=- 2k . ,RZ
t c o
ed J©
L .ds(ZR-x)=] -k—=—— . Rd& R (1 - cos8).=
d'ed. o
€ By 3
2 i I R
c
f
) re t-t, bt
“t7 “k—=4ds,=-k . °R
c C

Entonces los movimientos del extremo 0 ‘'de la barra rigida

seran:
n = - .
o) ut t YO
'\{" = Vv —‘-\J ,,R
0 t =
y por lo tanto, tfta 5 t;l-i:.2 2 R
u = - 2k R Fnk : = 0
o C c L -
£ -t t -t
2
o s B ,TIRJrk]z.ﬂRz:O
o} c € 3
t -t
2
W i3 [H— S k 1 . ﬂ:R
0 t c

¥y, por lo tanto, utilizando las mismas expresiones (a), (b)y (c)

que e¢n anteriores problemas, resulta:

b 8
@]
Y0=0
tl-tz
Y (w r "k OR t-t
t c . =_k12, <

M = =
o efd TR c
A * El e
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y en el empotramiento B, de acuerdo con estos resultados:

%x. = =0
B YB

MB .: ]\43= = k—-(-;——EI
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